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Algebre Résumé
Explorer les structures a travers les mathématiques abstraites.

Ecrit par Booksl
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A proposdu livre

Dans le monde des mathématiques, "Algebre" de Michagl Artin se dresse
comme un phare pour les passionnés, les chercheurs et les esprits curieux,
offrant un voyage stimulant au coaur des concepts fondamentaux qui
sous-tendent de nombreuses disciplines scientifiques. En explorant la beauté
sublime de I'algebre abstraite, Artin unit avec élégance théorie rigoureuse et
compréhension intuitive, favorisant alafoisla découverte et la maitrise.
Avec des apercus sur lathéorie des groupes, les espaces vectoriels et au-del 3,
cet ouvrage invite les lecteurs a déchiffrer |'élégance des structures
algébriques et leur complexe tapisserie. Rédigé avec clarté et profondeur, le
texte d'Artin transforme des idées abstraites en expériences concretes,
encourageant les lecteurs a explorer la puissance et |a sophistication d'une
matiére alafois exigeante et gratifiante. Que vous soyez un étudiant
débutant votre aventure mathématique ou un mathématicien chevronné
cherchant a affiner votre compréhension, "Algebre" vous tend les bras avec
la promesse d'une compréhension profonde et d'un enrichissement
intellectuel.
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A proposdel'auteur

Michael Artin, un mathématicien de renom, est particuliérement reconnu
pour ses contributions significatives dans le domaine de I'algebre, en
particulier en géomeétrie algébrique. Né en 1934 a Hambourg, en Allemagne,
Artin a poursuivi sa carriere académigue avec passion, obtenant son doctorat
al'Université de Harvard sous la direction d'Oscar Zariski, un éminent
géometre algébrique. Son travail avec Grothendieck a révolutionné lathéorie
des schémas et des faisceaux, les érigeant en ééments fondamentaux de
|'algébre moderne. Tout au long de sa brillante carriere, Artin a été une figure
centrale au Massachusetts Institute of Technology, ol son enseignement et
sa recherche ont inspiré d'innombrables étudiants. En tant qu'auteur, il
apporte une profondeur de réflexion et une clarté souvent enrichies par des
approches novatrices de sujets classiques, comme en témoigne son manuel
tres respecte, "Algebre'. Aufil des ans, les contributions d'/Artin ont éé
célébrées par de nombreux prix et distinctions, notamment son élection a
I'Académie américaine des arts et des sciences et al'Académie nationale des
sciences. Son influence sur I'étude et I'enseignement de |'algébre demeure

profonde, faisant de lui un pilier de la communauté mathématique.
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meaningsin different fields like mathematics, physics, or philosophy.

If you have more specific sentences or a context in which you want to use
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If you need a different context or specific expression, please provide more
details!
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Chapitre 81: Sure! Please provide the English sentences you would like me
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"Crochet de Lie." Thisisamathematical term, so it iscommonly used in
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explanatory trandation suitable for abook, you could say:
“Lecrochet deLi€"

L et me know if you need further assistance or context!
Chapitre 84: Le Groupe Unitaire Spécial

Chapitre 85: Le groupe linéaire spécial
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Chapitre 1 Résumeé: Laws of Composition setraduit en
francaispar : **Loisdela composition**.

Dans le premier cours sur les groupes, |'estimé mathématicien Davesh
Maulik présente les principes de I'algébre linéaire et de lathéorie des
groupes. L'accent est mis sur les groupes dérivés de structures géomeétriques
et d'espaces vectoriels, fournissant des connai ssances fondamental es avant
d'explorer des groupes plus complexes dans les cours suivants. La
conférence se reférera largement alatroisieme édition d" Algebra’ d'Artin,
avec des ensembles de problemes disponibles sur |a plateforme
d'apprentissage Canvas et des soumissions via Gradescope a rendre chague

semaine.

Une revue de I'algebre linéaire commence par |es matrices invertibles. Une
matrice nxn, notée A, est dite inversible s'il existe
leur produit donne la matrice identité | (c'est-a-dire
matrice est considérée comme inversible si son déterminant est non nul. Le

groupe linéaire genéral, noté GLn(R), sert d'exemple phare représentant les

matrices réelles inversibles nxn et est exploré tout au long du cours pour

illustrer les concepts de la théorie des groupes.
L e discours avance vers les"Lois de Composition," qui soutiennent les

caractéristiques fondamental es pouvant étre généralisées a partir des

opérations matriciellestelles que :
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1. Non commutativité : L'ordre de multiplication compte, c'est-a-dire
AB "™ BA.

2. Associativité : Regrouper n'affecte pas le produit, ce qui signifie

(AB)C =A(BC).

3. Inverse: Le produit de deux matrices inversibles est également

inversible, comme le montrent |es propriétés du déterminant.

L es matrices sont également interprétées atravers des opérations de
transformation dans les espaces vectoriels, suggérant que la multiplication

matricielle est analogue ala composition de fonctions.

Cela conduit a la définition formelle d'un groupe, qui est un ensemble G

équipé d'une loi de composition répondant a ces criteres :

- Identité: Un éément e existe tel que a-e = e-a= a pour tout éément a
dans G.

- Inver se : Pour chague élément a, il existe un éément b tel que ab =b-a
= e (dément d'identité).

- Associativité : Laloi associative implique (ab)c = a(bc) pour tousles

ééments a, b, c dans G.

La définition d'un groupe garantit des éléments d'identité et d'inverse

unigues, ce qui est crucial pour simplifier des opérations complexes comme
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le calcul des produits sans parenthéses. Un groupe ou chague composition
est commutative (a-b = b-a) est dit abélien ; sinon, il est non abélien.

L a conférence se termine par I'illustration de divers groupes, tels que :
- GLNn(R) : Utilisant la multiplication matricielle comme loi de
composition.

- Z : Ensemble des entiers sous |'addition.

- Cx : Nombres complexes non nuls sous la multiplication.

Ces exemples montrent des structures et des opérations diverses atravers
différents systémes mathématiques, établissant une base compléte pour une

exploration future en algebre.
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Chapitre 2 Résumé: Groupes de per mutations et groupes
symétriques

Dans le premier cours sur |es groupes, nous commencons par présenter le
concept fondamental d'un groupe abélien, qui est un type de groupe ou
I'opération est commutative. Lorsque nous discutons des groupes, |'opération
est souvent notée avec un "+" au lieu d'un " afin de souligner la propriété

commutative.

Nous explorons ensuite |'idée des groupes non abéliens a travers les groupes
de permutations et |es groupes symétriques. Pour donner un peu de contexte,
un groupe en mathématiques est un ensemble d'ééments munis d'une
opération binaire satisfaisant a certains axiomes : identité, inverses et
associativité. Un ensemble possédant ces propriétés peut étre vu comme

incarnant la symétrie, qui est centrale dans la théorie des groupes.

Une permutation d'un ensemble \(S\) est une bijection de cet ensemble sur
lui-méme, ce qui signifie que chague élément de \(S\) peut étre associé de
maniere unique a un autre éément de \(S\) sans répétition, garantissant ains
gue chague élément est pris en compte. L'ensemble de toutes ces
permutations, \( \text{ Perm} (S) \), forme un groupe dont I'opération est la
composition de fonctions — elle-méme associative, et chague permutation

posséde un inverse.
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Lorsgue I'ensemble \(S\) est fini, spécifiquement \( \{ 1, 2, \ldots, n\} \), le
groupe des permutations est appelé groupe symétrique, noté \(S_n\). Il est
important de noter que ce groupe a un ordre (ou taille) de \(n!\) (n factoriel),

reflétant toutes les permutations possibles des \(n\) & éments.

Nous examinons les permutations a travers des exemples. Considérons les
permutations \(p\) et \(q\) sur I'ensemble\(\{ 1, 2, 3, 4, 5, 6\}\). La
permutation \(p\) peut mapper 1 sur 2, 2 sur 4, et ains de suite, tandis que la
permutation \(g\) associe la séquence a une autre. Pour simplifier la
compréhension, nous utilisons la notation cyclique, une représentation
concise ou un cycle\( (a\, b) \) signifie que \(a\) est mappé sur \(b\) et vice
versa. Par exemple, la permutation \(p\) pourrait étre écrite comme\( (1\, 2
\, 4)(3\, 5)\), indiquant qu'un cyclefait passer 1 a2 puisa4, et revient a1,

tandis qu'un autre cycle fait passer 3 a5 et revient.

Letype de cycle, comme\( (3, 2) \) pour \(p\), décrit lalongueur de ces
cycles. Cette notation est essentielle pour comprendre la structure des

permutations et des groupes symeétriques.

Le groupe symétrique \(S_n\) est un groupe fini parce gu'il existe un nombre
fini de fagons d'arranger \(n\) ééments, soit exactement \(n!\). Cette nature
finie rend les groupes symétrigques fondamentaux dans la théorie des
groupes, hotamment pour éudier comment les él éments peuvent étre

arrangés et manipul és de maniere symetrique, un theme commun dans les

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey k‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

systémes al gébriques.
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Pensee Critique

Point Clé: Le Pouvoir de la Symétrie dans le Groupe Symeétrique
Interprétation Critique: Dans votre vie, le concept de symétrie
représenté par le groupe symétrique \(S_n\) dans le chapitre dArtin
revéle une vérité inspirante sur I'équilibre, I'narmonie et I'ordre. Tout
comme chaque éément d'un ensemble fini peut étre réarrange de
maniere unigue de \(n!\) (n factorielle) fagcons sans perdre son identité,
Vous possédez également la capacité de reconfigurer les circonstances
gui vous entourent, créant de nouvelles perspectives et opportunités.
Que ce soit pour résoudre des problémes ou rechercher un
changement, reconnaissez le potentiel inscrit dansles cyclesdelavie.
Au fur et a mesure que vous rencontrez les motifs des défis quotidiens,
souvenez-vous que la symétrie permet d'unir la diversité, montrant que
chague variation ou transformation peut conduire a un autre état

harmoni eux.
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Chapitre 3 Résumé: Exemples de groupes symétriques

Lecturel: Groupes

Cette lecture introduit les concepts fondamentaux de la théorie des groupes,
en mettant I'accent sur les groupes symétriques et la notation cyclique pour

les permutations.

Notation cyclique et permutations:

L es permutations, ou arrangements ordonnés d'é éments, peuvent étre
exprimées en notation cyclique. Par exemple, la permutation \( g\) sécrit
\((135)(246)\), révélant deux cycles de nombres qui se mappent entre eux.

L a notation cyclique simplifie I'inversion et la composition des
permutations. Par exemple, en permutant des é éments avec \( p = (241)(53)
\), on peut inverser celaen \( pM{-1} =(421)(35) \), ce qui inverse
efficacement les cycles. Cette notation nous permet de suivre ou chaque

nombre se dirige, en faisant un outil puissant pour gérer les permutations.
L ors de la composition des permutations, comme \( q \circ p = (143)(26) \),

nous appliquons d'abord la permutation la plus a droite, puis celle de gauche.

Cet ordre refléte la convention en composition de fonctions, soulignant le
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mappage séquentiel des é éments.

Conjugaison et groupes symétriques .

La conjugaison, une autre opération impliguant des permutations, prend la
forme\( p{-1} \circ g \circ p = (126)(345) \). Il est remarquable que la
conjugaison préserve le type de cycle d'une permutation, indiquant que les
propriétés fondamental es restent cohérentes, quel que soit les é éments
impligues.

Exemples de groupes symétriques:

L alecture explore egalement les groupes symétrigques pour de petites valeurs
de\(n\):

- Exemple 1.16 (Se) :

L e groupe symeétrique sur un seul éément, \( S_1\), ne contient que

I'élément d'identité\( e\), formant ains le groupe trivial.

- Exemple 1.17 (S,) :
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Pour \( n=2\), \( S_2\) se compose de deux éléments: l'identité\( e\) et

la transposition \((12)\), formant un groupe d'ordre 2.
- Exemple 1.18 (Sf) :

Le groupe symétrique \( S_3\) contient 6 ééments, reflétant les
permutations de trois ééments. Il inclut I'identité \( e\) et d'autres ééments
tels que \((123)V), \((132)\), \((22)\), \((13)\), et \((23)\). Le groupe est généré
par les permutations \( x = (123) \) et \( y = (12) \), exploitant des propriétés
comme \((yx = (23) = x*2y)\) et des relations \((y"2 = €)\) pour un calcul
systématique.

Au fur et a mesure gue nous examinons\( S_n\) pour des valeurs plus
grandes de\( n\), la complexité augmente, introduisant des structures
profondes telles que les groupes non abéliens (groupes ou |'ordre des
opérations affecte le résultat) pour \( n\geq 3\). Les groupes symétriques
offrent non seulement un riche domaine d'exploration théorique, mais
également des applications pratiques dans des domaines comme la
cryptographie et la physique, ou la compréhension des permutations est

essentidle.
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Chapitre 4. Sous-groupes

Dans ce chapitre, nous plongeons plus profondément dans les concepts et
exemples de groupes en algebre abstraite, en nous concentrant sur les
sous-groupes et les groupes cycliques. Nous commengons par revoir le
concept fondamental de groupe, qui est un ensemble \( G \) doté d'une
opération permettant de combiner deux éléments pour en former un
troisieme, également présent dans I'ensemble. Pour que \( G \) soit un
groupe, cette opération doit étre associative, il doit y avoir un élément neutre
gui ne modifie pas les démentsde\( G\) lorsgu'il est combiné, et chague

élément doit posséder un inverse au sein du groupe.

Pour illustrer cela, nous avons revisité I'exemple du groupe linéaire général,
noté \( GL_n(R) \) pour les matricesréelles et \( GL_n(C) \) pour les
matrices complexes. Ce groupe est constitué de toutes les matrices
inversibles detaille\( n\timesn\). Voici comment il illustre les propriétés

de groupe:

1. ** Associativité** : L'opération de multiplication des matrices est
associative, ce qui signifie que I'ordre de multiplication n'affecte pasle
résultat. Aingl, lors de lamultiplication de plus de deux matrices, les

parenthéses ne sont pas nécessaires pour déterminer |'ordre des opérations.

2. **Elément neutre** : La matrice identité de taille \( n\timesn\), notée \(

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey Y‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

| n\), sert d'éément neutre. Elle ades 1 sur ladiagonale et des 0 ailleurs,
satisfaisant ala propriété \( Al = IA = A \) pour toute matrice \( A \) du

groupe.

3. **Inverses** : Chague matrice \( A \) dans\( GL_n(R) \) possede un
inverse\( AN -1} \), tel que lamultiplication de\( A \) par \( A" -1} \)

donne la matrice identité.

Ces matrices représentent également des transformations inversibles de \(
\mathbb{ R} *n\) vers\( \mathbb{ R} *n\), maintenant une correspondance

biunivoque entre matrices et transformations linéaires.

Un autre exemple important de groupe est |I'ensemble des entiers \(
\mathbb{Z} \) sous I'addition. Ici, |'addition est associative, O est |'élément
neutre additif, et chaque entier \( a\) aun inverse\(-a\). En revanche, les
nombres naturels \( \mathbb{ N} \) ne forment pas un groupe sous |'addition,

car tous les é éments n'ont pas d'inverse dans cet ensemble.

Nous avons également considéré le groupe symétrique \( S n\), qui est le
groupe des permutations de I'ensemble \(\{ 1, 2, \Idots, n\}\). Ce groupe joue
un réle essentiel danslathéorie des groupes, car, comme nous le verrons
plus tard, chague groupe fini sereliea\( S_n\) de maniere fondamentale —

concept connu sous le nom de théoreme de Cayley.
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Dans la section suivante, nous explorons les sous-groupes. Un sous-groupe
est un sous-ensemble d'un groupe qui forme également un groupe sous la
méme opération. Comprendre la structure des sous-groupes est crucial, car
tout groupe fini peut étre considéré comme un sous-groupe d'un groupe
symétrique, offrant ainsi un apercu de sa composition et de ses propriétés.

Celaprépare le terrain pour une exploration plus approfondie de lathéorie
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Chapitre 5 Résumé: Sous-groupes des entiers

L ecture 2 : Sous-groupes et groupes cycliques

Dans ce chapitre, nous explorons le concept fondamental des sous-groupes
dans le domaine de la théorie des groupes. Lathéorie des groupes est une
branche des mathématiques qui étudie des structures algébriques appel ées
groupes, essentielles pour comprendre la symétrie et la structure en algebre
abstraite. Un sous-groupe est un sous-ensemble d'un groupe qui satisfait

lui-méme aux critéres nécessaires pour étre considéré comme un groupe.

Définition 2.4 : Sous-groupes

Un sous-ensemble \( H\) d'un groupe \( (G, \cdot) \) est défini comme un
sous-groupe sil remplit les conditions suivantes :

1. Fermeture: Pour touslesééments\( h_1, h 2\) dans\( H\), le
produit \( h_1\cdot h_2\) est aussi dans\( H\).

2. ldentité: L'édément neutre \( e\) du groupe \( G\) est inclus dans \( H
\).

3. Inverse: Pour chagque élément \( h\) dans\( H\), soninverse\( h"{-1}
\) est également dans\( H \).
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En notation, nous indiquons que \( H \) est un sous-groupe de\( G \) en
écrivant \( H\leg G \). Ces propriétés garantissent que \( H \) n'est pas
seulement un sous-ensemble, mais peut fonctionner de maniére autonome

comme un groupe avec laméme opération que \( G \).

Exemples de sous-groupes

1. Exemple 2.5: L'ensemble des entiers \( (\mathbb{ Z}, +) \) forme un
sous-groupe des nombres rationnels \( (\mathbb{ Q}, +) \). Ici, I'addition des
entiers montre toutes les caractéristiques d'un sous-groupe dans le contexte
plus large de I'addition rationnelle, soulignant ainsi une simplicité qui aide a

comprendre la structure complexe des rationnels.

2. Exemple 2.6 : Le groupe symétrique \( S_3\), qui représente toutes les
permutations de trois é éments, comprend un sous-groupe \( \{ e, (123),
(132) \} \) illustrant les opérations de permutation de base. En revanche, les
nombres naturels, \( \mathbb{ N} =\{ O, 1, 2, \Idots\} \), ne forment pas un
sous-groupe des entiers car ils n'ont pas d'inverses pour tous les éléments

sous |'addition.
3. Exemple 2.7 : Le groupe linéaire spécia \( SL_n(\mathbb{ R}) \),

composé de matrices dont le déterminant est 1, est un sous-groupe du

groupe linéaire genéral \( GL_n(\mathbb{ R} ) \), qui inclut toutesles
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matrices inversibles. Ce sous-groupe reste fermé sous la multiplication des
matrices en raison de la propriété \( \det(AB) = \det(A) \det(B) \).

2.3 Sous-groupesdesentiers

Une attention particuliere est portée aux sous-groupes des entiers \(

(\mathbb{Z}, +) \), connus pour leur simplicité structurelle.

Théoréme 2.8 : Les sous-groupes de \( (\mathbb{Z}, +) \) se caractérisent
par \( \{0\}, \mathbb{ Z} , 2\mathbb{ Z} , \Idots\), ou \( n\mathbb{Z} \)

désigne tous les multiples d'un entier \( n)\).
Preuve : Chague \( n"\mathbb{ Z} \) est qualifié de sous-groupe par :

- Fermeture: S \( na, nb \in n"\mathbb{Z} \), dors\( na+ nb=n(a+ b))
reste dans \( n\mathbb{Z} \).

- Identité: L'éément neutre O est naturellement dans \( n\mathbb{ Z} \)
car \( 0 =n\cdot 0\).

- Inverse : Pour \( na\in n\mathbb{Z} \), soninverse\( -na=n(-a) \) est
auss dans \( n\mathbb{ Z} \).

Si \( S\subset \mathbb{ Z} \) devait étre qualifié de sous-groupe, il inclurait

intrinsequement 0. Si aucun autre éément n'existe dans\( S\), cela équivaut
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a\(\{O\} V). Sinon, si I'on admet le plus petit entier positif \( a\in S\), cela
implique que \( S = amathbb{Z} \), comme le démontre |es propriétés de

fermeture et d'inverse.
Ce théoreme met en lumiére les conditions strictes requises pour qu'un

sous-ensembl e conserve la structure de groupe, soulignant l'intrication et la

précision logique de la théorie des groupes.
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Chapitre 6 Résumé: Groupes cycliques

L ecture 2 : Sous-groupes et Groupes Cycliques

Cette lecon Sattarde sur les concepts fondamentaux des sous-groupes et des
groupes cycliques dans la théorie des groupes. Nous commencons par
examiner comment tout entier \( n\in S\) peut étre exprimé al'aide de
I'algorithme d'Euclide sous laforme\(n=ag+r\), ou\( 0\leqr < a\). Etant
donné que \( a\) est le plus petit é ément positif dans\( S\), si \(r>0\), cela
contredirait le fait que \( a\) est le plus petit, donc \( r \) doit étre O, et par
conséquent \( n=ag\), ce qui signifieque \( n\) est un éément de \(
amathbb{Z} \). Ainsi, \( S \subset a\mathbb{Z} \), et en développant cette
logique, nous confirmons que \( S = amathbb{Z} \).

Corollaire 2.9 commence par définir le plus grand commun diviseur

(pgcd) al'aide de l'ensemble\( S=\{ai + bj : i, j \in\mathbb{ Z}\} \). Selon
le Théoreme 2.8, un tel ensemble respecte les conditions de sous-groupe, ce
qui implique qu'il existeun\( d\) tel que\( S = dimathbb{Z} \), avec\(d\)
étant le pged de\( a\) et \( b\). La démonstration montre que pour le pgcd,
tout éément formé par des combinaisons linéaires comme \( ar + bs\) peut
représenter \( d \), prouvant que\( d\) divise le pgcd, et vice versa,
garantissant donc que \( d =\) pgcd(\( a, b)\)).
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L es Groupes Cycliques sont ensuite présentés, représentant un type de
sous-groupe crucia en théorie des groupes. Un groupe cyclique, généré par
un élément \( g\), est défini par \( \langle g \rangle = \{\ldots, g"{-2},
gM-1}, e g, g2, \Idots\} \leq G \), ou \( e\) est I'identité. Cette structure est
comparable au groupe des entiers \((\mathbb{ Z}, +)\).

Des exemples mettent en évidence alafois des sous-groupes cycliques
triviaux et non triviaux. Par exemple, au sein d'un groupe comme\( S_3\), \(
\langle (123) \rangle = \{ g, (123), (132)\} \) est fini, tandis que dans le
groupe des nombres complexes non nuls \(\mathbb{ C} *{\times}\), \( \langle
2 \rangle = \{\ldots, \frac{ 1} {4}, \frac{ 1} {2}, 1, 2, 4, \Idots\} \) est infini,

illustrant la nature variée des sous-groupes cycligues.

e Théoreme 2.14 classe |es sous-groupes cycliques en fonction de l'ordre
des éléments. En définissant \( S=\{n\in\mathbb{Z} : g"n=¢€\} \), on
montre que si \( S=\{0\} ), dors\(\langle g \rangle\) est infini, sinon, si \( S
= d\mathbb{Z} \), \(\langle g \rangl€\) est fini avec un ordre\( d\).

De plus, lalecon introduit le concept de sous-groupe généré par un ensemble
\( T \subset G\), défini par \(\langle T \rangle = \{t_1"{e 1} \Idots

t "™{e n} [ti\inT, e i\in\mathbb{Z}\} \), capturant toutesles
combinaisons possibles des éémentsde \( T \). Par exemple, I'ensemble

\(\{ (123), (12)\}\) génére\( S_3)\), et le groupe des matrices invertibles \(
GL_n(\mathbb{ R}) \) est généré par des matrices é émentaires.
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Cette exploration compléte des sous-groupes et des groupes cycligues pose
une compréhension fondamental e essentielle pour décoder les structures
complexes au sein de la théorie des groupes, ouvrant lavoie a d'autres

investigations al gébriques.
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Chapitre 7 Résumeé: Bien sir ! Je suisla pour vous aider.
Veuillez fournir les phrases en anglais que vous souhaitez
guejetraduise en francais.

L ecture 3 : Homomor phismes et | somor phismes

*3.1 Rappel*

L ors de laderniere conférence, nous avons explore les sous-groupes et les
groupes cycliques. Un sous-groupe est un sous-ensemble d'un groupe qui
conserve la méme structure que le groupe d'origine, en maintenant des
éléments comme la multiplication, l'identité et lesinverses. Les
Sous-groupes cycliques sont générés par un seul éément d'un groupe,

consistant en toutes | es puissances possibles de cet élément.

* 3.2 Homomorphismes*

Apres avoir passe en revue les concepts fondamentaux des groupes, nous
nous concentrons maintenant sur les applications entre groupes. Ces
applications peuvent nous apporter des éclairages profonds sur les structures
de groupe. Un type particulier d'application est I'nomomorphisme, qui

préserve la structure du groupe entre différents groupes.

Définition d'Homomor phisme::
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Une application \( f : G \rightarrow G'\) entre les groupes\( G\) et \( G'\)
est un homomorphisme s :

- Pour tous\( a, b\in G \), \( f(ab) = f(a)f(b) \).

-\(f(e G) =e {G} ), ou\( e\) représente I'édément d'identité.
-\(f(@{-1}) =f@"™-1} V).

Ces conditions garantissent que |'application respecte des opérations telles
gue lamultiplication, I'identité et les inverses, ce qui nous permet d'explorer
\(G\) et\(G'\) atraversleursinterrelations.

Une proposition significative (3.2) révéle que si une application préserve la
multiplication (premiére condition), elle préserve également intrinsequement

I'identité et les inverses.

* 3.3 Exemples et Applications*

Considérons gquel ques exemples d'homomorphismes :

- Exemple 3.3 : Lafonction déterminant cartographie le groupe des

matricesinversibles\( GL_n(\mathbb{ R}) \) versles nombresréels, en
respectant la multiplication, c'est-a-dire \( \text{ det} (AB) = \text{ det} (A)
\cdot \text{ det} (B) \).

- Exemple 3.4 : L'application exponentielle des nombres complexes sous

addition vers les nombres complexes non nuls sous multiplication, montrant
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des propriétés d'homomorphisme similaires.

- Exemple 3.5 : Un mappage de permutation du groupe symeétrique \(
S n\) vers ses matrices de permutation dans\( GL_n(\mathbb{ R} ) \).

Ces exemplesiillustrent comment les homomorphismes relient des structures
de groupe complexes a d'autres, comme le bien compris\( GL_n)\),
permettant une analyse plus profonde—un concept clé en théorie de la

représentation.

L e théoreme (3.8) affirme que I'image d'un homomorphisme, \( \text{im} (f)
\), forme un sous-groupe de \( G'\). Le noyau (3.10), \( \ker(f) \), comprend
les déments de \( G \) mappés sur l'identité de \( G'\) et forme également un
sous-groupe (3.11).

Exemples:

- Exemple 3.12 : L'image du déterminant est |'ensemble des réels non
nuls, et son noyau est le sous-groupe \( SL_n(\mathbb{ R}) \) des matrices

dont le déterminant est égal a 1.

- Exemple 3.13 : L'image de |'application exponentielle couvre tous les
nombres complexes non nuls, avec un noyau constitué des multiples de \(

2\pi i \).

- Exemple 3.15 : L'homomorphisme de signede \( S _n\) conduit aun
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noyau connu sous le nom de groupe alterné\( A_n\).

* 3.4 Isomorphismes*

Un isomorphisme est un homomorphisme bijectif, ce qui implique une
similarité structurelle entre deux groupes. Si une telle application existe, les
groupes sont considérés comme isomorphes, notés \( G \cong G'\) (3.17).

Par exemple:

- Exemple 3.18 : Lafonction exponentielle agit comme un isomorphisme
entre les nombres réels sous addition et les nombres réels positifs sous

multiplication.
En fin de compte, lesisomorphismesillustrent les similitudes fondamental es

entre les groupes, malgre des différences apparentes, approfondissant notre

compréhension théorique et pratique des dynamiques de groupe.
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Chapitre 8: L'automor phisme

Lecture 4 : Isomor phismes et cosets

Dans la discussion précédente, nous avons exploré les concepts de
sous-groupes et d’ homomorphismes. L es sous-groupes sont des
sous-ensembles d'un groupe qui forment eux-mémes un groupe sous la
méme opération, tandis que |es homomorphismes sont des fonctions entre
groupes qui préservent les opérations de groupe. Plus précisément, une
fonction \( f : G \rightarrow G'\) est considérée comme un homomorphisme
S, pour tous les ééments\( a, b\in G\), I'équation \( f(a)f(b) = f(ab) \) est
vraie. Le noyau d'un tel homomorphisme est I'ensemble des éléments dans \(
G\) qui sont envoyés vers l'identité dans\( G'\), et ce noyau forme un
sous-groupe de \( G \). En correspondance, I'image de \( f \) se compose
d'édémentsdans\( G'\) qui sont générés en appliquant \( f \) atousles

démentsde\( G \), ce qui constitue également un sous-groupe dans\( G'\).

| somor phismes

Nous allons maintenant examiner lesisomorphismes, qui sont des formes
plus restrictives d'homomorphismes. Un isomorphisme est un

homomorphisme bijectif, c'est-&-dire une fonction univoque et sur. Lorsque

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey Y‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

deux groupes sont isomorphes, désignés par \( f : G \rightarrow G'\), ils sont
structurellement identiques, simplement avec des é éments renommeés. Cela
implique que les opérations dans un groupe reflétent celles de |'autre sous le
mapping des éléments. Aingl, lorsqu’ on travaille avec des groupes, il suffit
souvent de considérer leurs propriétés al'isomorphisme, les voyant

essentiellement comme « identiques » pour la plupart des fins pratiques.

Par exemple, considerons I'isomorphisme \( f : \mathbb{Z} 4 \rightarrow
\langlei \rangle\), ou \( \mathbb{Z} 4\) représente les entiers modulo 4.
Ici, \( n\mod 4 \rightarrow i”*n\), démontrant comment le groupe cyclique
généré par I'unité complexe\( i \) (représentant des rotations de quart de tour

dans |e plan complexe) est isomorphe a\( \mathbb{Z} 4\).

Un autre exemple dével oppe cette idée : tout groupe genéré par un éément \(
g\), noté\(\langle g \rangle=\{e, g, "2, \Idots, g*{ d-1}\} \), est isomorphe
a\(\mathbb{Z} d\) lorsque\( d\) est I'ordrede\( g\). Si\( g\) aun ordre
infini, le groupe \( \langle g \rangle\) est isomorphe a\( \mathbb{Z} \), le
groupe des entiers sous addition. Cela montre que le changement de nom des
éléments en utilisant spécifiquement I'exposant de cette maniere préserve
toutes les informations nécessaires, mettant en évidence la polyvalence et la

fonctionnalité des isomorphismes en algébre abstraite.

Automor phismes
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Une extension supplémentaire de ce concept est celui des automorphismes,
gui sont des isomorphismes ou le domaine et |e codomaine sont identiques,
cest-a-dire\( f : G\rightarrow G\). Les automorphismes sont essentiels pour
comprendre la symétrie interne au sein du groupe, car ils décrivent comment
un groupe peut se projeter sur lui-méme tout en préservant sa structure. Leur

étude peut donner des éclairages profonds sur la nature du groupe, révél ant
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Chapitre 9 Résumeé: Les classes |atérales

Conférence 4 : Isomorphismes et Classes de Cosets

Dans cette conférence, nous explorons les concepts d'isomorphismes,
d'automorphismes et de classes de cosets, en mettant I'accent sur la
compréhension des symeétries et des structures plus profondes au sein des

groupes mathématiques.

Automor phismes

Nous commencons par examiner |es automorphismes, un type spécifique
d'isomorphisme d'un groupe \( G \) sur lui-méme. Un automorphisme n'est
pas simplement |a transformation identité, bien que celle-ci soit un
automorphismetrivial. Les automorphismes offrent un apercu des symétries

internes du groupe, révélant davantage sur sa structure.

- Exemple 4.7 : Un automorphisme non trivial des entiers \(\mathbb{Z}\)
est lafonction \( f : \mathbb{ Z} \rightarrow \mathbb{Z} \) définie par \( n
\mapsto -n\). Cette fonction illustre une symétrie réfléchissante autour de

Zéro sur la droite des nombres.
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- Exemple 4.8 : Dans le groupe des matrices inversibles\(
GL_n(\mathbb{R}) \), latransformation de |'inverse de la transposée \( A
\mapsto (A*){-1} \) représente un automorphisme qui met en lumiere la
structure complexe et la symétrie de ce groupe. D'autres automorphismes,
comme une simple transposition ou inversion, existent également, et ces

opérations peuvent commuter entre elles.

- Exemple 4.9 : La conjugaison par un éément fixe\( a\in G\) est un
automorphisme critique défini par \( \phi_a(x) = axa™{-1} \). Cela respecte
les conditions d'un homomorphisme et d'une bijection, avec la
transformation identité comme castrivial dans les groupes abéliens. Les
automorphismes induits par la conjugai son sont connus sous le nom
d'automorphismes intérieurs. Les groupes peuvent également posséder des
automorphismes extérieurs, qui ne peuvent pas étre dérives par conjugaison.
Pour \(\mathbb{ Z}\), un groupe abélien, I'identité est |e seul automorphisme

intérieur.

Classes de Cosets

La conférence se poursuit avec les classes de cosets, des constructions
basées sur des sous-groupes au sein des groupes. Etant donné un
sous-groupe \( H \subseteq G \), un coset a gauche est décrit comme \( aH =
\{ ax : x\inH\} \) pour un certain\( a\in G\).
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- Exemple 4.11 : Dans le groupe symétrique \( S_3\), qui est non abélien,
nous explorons les cosets en utilisant le sous-groupe\( H=\{ e, y \} \). Les
différents cosets incluent \( eH = H = yH \), \( xH =\{ x, xy \} \), et \( x"2H
=\{ x"2, x"2y \} \).

- Exemple 4.12 : Pour le groupe des entiers \( \mathbb{Z} \) et le
sous-groupe \( 2\mathbb{ Z} \) (entiers pairs), les cosets prennent laforme \(
0+ H = 2\mathbb{Z} \) (pairs) et \( 1 + H = 1 + 2\mathbb{ Z} \) (impairs),

montrant une copie "décalée" des entiers pairs.

Propriétés des Cosets

- Proposition 4.13 : Tous les cosets d'un sous-groupe \( H \) ont le méme
ordre que \( H\), basé sur lafonction \( f_a: H \rightarrow aH \) définie par
\( h\mapsto ah\), qui est bijective et inversible.

- Proposition 4.14 : Les cosetsde \( H \) partitionnent le groupe\( G \), ce
qui signifie que\( G\) peut étre subdivisé en sous-ensembles digoints,

chacun associé a un représentant unique de coset.

- Lemma 4.15 : Pour un coset donné \( C \subset G\) de\( H\) et tout

élément \( b \in C\), nous pouvons représenter \( C\) comme\( bH \). Ce
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lemme confirme que le choix du représentant pour un coset est arbitraire au

sein de ce coset.
Ces concepts sur les automorphismes et |es cosets approfondissent non

seulement la compréhension de la théorie des groupes, mais révelent

également les structures riches inhérentes aux systemes mathématiques.
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Chapitre 10 Résumé: Lethéoreme de Lagrange

Dans le cours 4, nous explorons les concepts d'isomorphismes et de cosets,
des thémes fondamentaux en théorie des groupes, une branche des
mathématiques qui traite des symétries et des structures. Le cours débute par
une démonstration concernant les cosets, qui sont une maniére de

partitionner les groupes en sous-ensembl es distincts.

Pour établir les propriétés des cosets, nous montrons d'abord que chaque
élément \(x\) d'un groupe \(G\) appartient a un coset, spécifiquement le coset
\(xH\), ou \(H\) est un sous-groupe de \(G\). Si nous supposions que deux
cosets \(C\) et \(C") ne sont pas distincts (c'est-a-dire qu'ils se chevauchent),
alorsils doivent étre identiques, puisque tout éément \(y\) trouvés dansles
deux impliquerait que les cosets sont les mémes, selon la définition de

|'appartenance a un coset.

Ce concept de cosets conduit directement a une comprehension plus
approfondie des isomorphismes de groupes. En particulier, s une fonction
\(f\) qui vadu groupe \(G\) a un autre groupe \(G'\) satisfait ala condition
\(f(a) = f(b)\), alorsles éléments\(a\) et \(b\) doivent appartenir au méme
coset du noyau de \(f\). Le noyau, un concept clé dans |les homomorphismes,
est I'ensemble des ééments de \(G\) qui se transforment en |'éément
identitaire dans \(G\).
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L e cours se poursuit avec le Théoréme de Lagrange, un résultat crucial dans
le domaine de lathéorie des groupes. Il révele que I'ordre (e nombre
d'édéments) de tout sous-groupe \(H\) de\(G\) divise I'ordre de \(G\). Cela
sexprime al'aide de lanotion d'indice de \(H\) dans\(G\) comme étant |e
nombre de cosets a gauche distincts de \(H\) dans\(G\), note \([G : H]\). Le
théoreme stipule que I'ordre de \(G\) est égal au produit de I'ordre de \(H\) et
du nombre de cosets \([G : H]\). Un exemple est fourni avec le groupe
symétrique \(S_3\), dont |'ordre est 6, cohérent avec le fait qu'il est composé

de deux cosets d'un sous-groupe d'ordre 3.

En passant aux groupes cycliques, un type spécial de groupe ou un seul
élément peut générer tout le groupe, le cours souligne que s I'ordre de \(G\)
est un nombre premier \(p\), alors\(G\) est cyclique. Cela est démontré en
prenant un éément non identitaire \(x\) tel que I'ensemble du groupe \(G\)
puisse sexprimer comme des puissances de \(x\), montrant ainsi que \(G\)

est géenéreé par \(x\).

En résumé, ce cours éclaire comment la structure des groupes peut étre
analysée atravers lesisomorphismes et |es cosets, tandis que des résultats
comme |le Théoréme de L agrange établissent une connexion profonde entre
les sous-groupes et le groupe principal, ouvrant lavoie a des études

ultérieures des structures algébriques.
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Pensee Critique

Point Clé& Comprendre les isomorphismes atravers les classes de
cosets

Interprétation Critique: Lavie, tout comme |'étude des isomorphismes,
est une recherche de patterns et d'établissements de connexions, méme
lorsque les situations semblent distinctes en surface. Dans le chapitre
10, vous avez exploré comment les classes de cosets en théorie des
groupes peuvent étre une lentille puissante pour comprendre les
relations plus profondes au sein des groupes. Celarefléte I'importance
de reconnaitre que, bien que les individus ou les expériences de votre
vie puissent sembler disparates, il existe des liens sous-jacents qui les
unifient. De la méme maniere que les isomorphismes révelent
|'équivalence de structures apparemment différentes, identifier et
embrasser les valeurs ou les themes essentiels a travers diverses
expériences de vie peut vous conduire a des réalisations profondes et a
une compréhension harmonieuse du monde qui vous entoure. Cette
perspective vous encourage a aller au-dela des différences
superficielles, favorisant un sentiment d'unité avec les autres a travers
une structure partagée, bien que pas immeédiatement évidente, dans le

parcours delavie.
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Chapitre 11 Résumé: Résultatsdelaformulede
déenombrement

Bien slr, voici latraduction du texte en francais :

5.1 Revue des Cosets::

L ors de la derniére conférence, nous avons examineé le concept de cosets, qui
sont des constructions fondamental es en théorie des groupes. Pour un groupe
\( G\) et son sous-groupe \( H\), un coset a gauche d'un éément \( a\in G\)
est défini comme I'ensemble\( aH =\{ah : h\in H\} \). Ces cosets a gauche
divisent le groupe \( G \) en sous-ensembles de taille égale, une propriété qui
découle de la définition et donne lieu a plusieurs corollaires importants. Un
résultat notable est la For mule de Comptage, qui stipule que |'ordre du
groupe \( |G| \) peut étre déterminé en multipliant I'ordre du sous-groupe \(

|H|\) par le nombre de cosets a gauche, noté par I'indice \([G : H]\).

5.2 Théorémede Lagrange:
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La Formule de Comptage ouvre lavoie a un theoreme crucial en théorie des
groupes, connu sous le nom de Théoreme de L agrange Ce théoreme
affirmeque s \( H\) est un sous-groupe de\( G\), alorsl'ordrede\( H\)
(C'est-a-dire, le nombre d'é éments dans \( H \)) est un diviseur de |I'ordre de
\( G\). Ce théoreme a des conséquences immédiates pour comprendre les

structures possibles des groupes :

- Corollaire 5.4 souligne que I'ordre de tout élément \( x \) dans\( G \),
défini comme le plus petit entier positif \( n\) tel que\( x*n=e\) (ou\( e\)

est I'élément neutre), divise également I'ordre du groupe \( G \).

- Corollaire 5.5 indique qu'un groupe ayant un ordre premier \( p\) est
un groupe cyclique, ce qui signifie gu'il peut étre généré par un seul
élément. Cette affirmation est éclairante car elle implique qu'un groupe
cyclique d'ordre premier \( p\) est structurellement isomorphe aux entiers
modulo \( p\), noté \( \mathbb{Z} p\).

5.3 Reéaultats de la Formule de Comptage:

Lesimplications du Théoreme de Lagrange et de la Formule de Comptage
aident a délimiter les structures de sous-groupes au sein d'un groupe \( G \).
Etant donné que les ordres possibles de tout sous-groupe doivent étre des

diviseurs de\( |G| \), ces résultats fournissent un cadre organise pour
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comprendre comment les partitions de sous-groupes d'un groupe salignent

avec son ordre global.

En résumé, la conférence 5 relie |'aspect fondamental des cosets a des
insights plus profonds sur les structures de groupe atravers le Théoreme de
Lagrange, offrant des outils précieux pour analyser les propriétes des

groupes et de leurs sous-groupes.
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Chapitre 12: Sous-groupes nor maux

### Cours 5 : Le Theoréme de Correspondance

Dans ce chapitre, I'accent est mis sur la compréhension des structures
possibles des groupes d'ordres spécifiques, en utilisant le Théoréme de
Correspondance et en explorant des concepts tels que les sous-groupes

normaux et les classes de cosets en théorie des groupes.
##H Exemple 5.6 : Groupes d'Ordre 4

Un groupe\( G\) d'ordre \( |G| = 4\) peut étre analysé afin de déterminer ses

structures possibles jusgu'a l'isomorphisme :

1. **Cas 1 : Groupe Cyclique**

Sil existeun élément \( x \in G\) tel quel'ordrede\( x\) est 4, alorsle
groupe est engendré par \( x \). Cela signifie que le groupe est cycligue,
puisque tous les é éments peuvent étre représentés comme des puissances de

\( x\), et le groupe est isomorphe au groupe cyclique \( \mathbb{Z} 4\).
2.**Cas 2 . Groupe de Klein**

Si tous les éémentsde \( G \) ont un ordre de 2, considérons des éléments

\(x\)et\(y\) telsque\(y\neqx\). Lesdeux ééments sont leurs propres
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inverses (\( x"2 =y"2 =e\)), ce qui conduit alaconclusion que I'éément \(
xy \) a également un ordre de 2. Etant donné que tous les &éments
commutent, ce groupe est abélien et est isomorphe au groupe de Klein, noté
\( K_4\). Le groupe de Klein correspond fondamentalement al'ensemble de
guatre matrices 2x2 avec un déterminant de 1 ou -1, ou les é éments non

identitaires ont un ordre de 2.

En conclusion, tout groupe \( G \) d'ordre 4 est isomorphe a\( \mathbb{Z} 4
\) oua\( K_4\), ces deux groupes étant abéliens, le plus petit groupe non

abélien ayant un ordre de 6.
#H# Exercice 5.7 : Groupes d'Ordre 6

Un des défis poses est d'identifier les structures possibles des groupes
d'ordre 6. Cela devient un tremplin vers la Formule de Comptage et son

corollaire.
#H## Corollaire 5.8 : Formule de Comptage

Ce corollaire présente une formule importante : \( |G| = |ker(f)| \cdot [im(f)|
\), ou \( ker(f) \) est le noyau et \( im(f) \) est I'image de I'hnomomorphisme \(
f: G\to G'\). Celareflete des concepts de |'algébre linéaire, tels que le
théoréme de la dimension, en mettant I'accent sur larelation entre lataille du

groupe, le noyau et I'image.
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#HH# Section 5.4 : Sous-groupes Normaux

Cette section introduit les sous-groupes normaux, en soulignant leur role

dans les opérations de cosets :

- **Cosets a Gauche vs. a Droite** : Une exploration clé consiste a
comparer les partitions des groupes en cosets a gauche et adroite. Bien qu'ils
puissent partitionner le groupe de maniére différente, leur taille et leur
nombre sont identiques, et il existe une bijection entre les cosets a gauche et

adroite.

- **Définition de Sous-groupe Normal** : Un sous-groupe \( H \subseteq G
\) est normal si \( xH = Hx\) pour chaque éément \( x \in G\). En d'autres
termes, \( H\) est invariant sous toutes | es conjugai sons de groupe.

#H# Exemple 5.12 : Sous-groupe Non-Normal

Un exemple de sous-groupe non-normal est fourni avec \( \langle y \rangle
\), ce qui aide arenforcer la compréhension gue tous |es sous-groupes ne

sont pas normaux, un concept crucial en théorie des groupes.

Dans I'ensemble, ce cours relie des concepts clés en théorie des groupes, y

compris|'ordre, I'i'somorphisme, les homomorphismes et |es sous-groupes
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o h < 8

Cette activité de don de livres se déroule en partenariat avec Books For Africa.
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nombreux enfants en Afrique, le don de livres est véritablement un don d'espoir.
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points gagnés, un livre sera donné a I'Afrique.
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Chapitre 13 Résumé: L e théoreme de correspondance

Dans le cours 5 sur |le Théoréme de Correspondance, la discussion se
concentre sur la compréhension des liens entre | es sous-groupes et leur
relation par le biais des homomorphismes, un aspect fondamental de la

théorie des groupes.

Exemple 5.13 (Noyau) : Cet exemple souligne que pour tout
homomorphisme \( f: G \rightarrow G'\), le noyau de \( f\) (I'ensemble des
élémentsde \( G \) qui sont envoyés sur |'élément neutre de\( G'\)) est
toujours un sous-groupe normal. Cela est démontré en utilisant une propriété
des homomorphismes : si un édément \( k \in \text{ ker} (f) \), alors \(
f(xkx™{-1}) = e {G"} \), ce qui indique que le noyau est invariant sous
conjugaison et est donc normal. Celaintroduit un concept clé: les

SOUS-groupes normaux peuvent émerger comme noyaux d'homomorphismes.

Exemple 5.14 : Dansle groupe symétrique \( S_3\), certains

sous-groupes, comme \(\langle x \rangl€\), sont normaux et peuvent servir
de noyaux pour des homomorphismes specifiques, tels que
I'homomorphisme de signe \( \text{ sign}: S_3 \rightarrow \mathbb{ R} \).
Cet homomorphisme fait correspondre les permutations a\( (-1)"i \), ou \( |
\) est le nombre de transpositions d'une permutation, établissant ainsi un lien

entre les groupes de permutations et |es sous-groupes normaux viale noyad.
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Section 5.5 (L e Théoreme de Correspondance) : Cette section explore si
tous les sous-groupes d'un groupe \( G \) ont des sous-groupes
correspondants dans un autre groupe \( G'\) par le biaisd'un
homomorphisme \( f: G \rightarrow G'\). La réponse réside dans une
stratégie :

1. Un sous-groupe \( H\) de\( G\) conduit a un sous-groupe de \( G'\) par
I'image \( f(H) \).

2. Inversement, un sous-groupe \( H'\) de\( G'\) renvoie a un sous-groupe
de\( G\) comme préimage \( f*{-1} (H") \).

Cependant, ces correspondances ne sont pas bijectives en raison de deux
obstacles :

- Certains sous-groupes de \( G \) ne correspondent gu'a des sous-groupes
qui setrouvent dans I'image de \( f\).

- Les sous-groupes qui he sont pas dans le noyau ne peuvent pas renvoyer

d'image depuis\( G'\).

Celamontre que, bien que la correspondance ne soit pas bijective dans tous
les cas, elle devient bijective sous certaines conditions, notamment lorsgue \(
f\) est surjectif et que nous considérons des sous-groupes contenant le

noyaul.

Théoreme 5.15 (Théoreme de Correspondance) : Pour un

homomorphisme surjectif \( f: G \rightarrow G'\) ayant pour noyau \( K \),
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il existe une correspondance bijective entre les sous-groupes de \( G \)
contenant \( K \) et les sous-groupes de \( G'\). En termes pratiques :
-\( H \supseteq K \) dans\( G\) correspond a\( f(H) \leq G'\).

-\( H'\leq G'\) correspond a\( fA{-1} (H") \leg G ).

Exemple 5.16 (Racines del'Unité) : Comme application pratigue,
considérons les groupes \( G = \mathbb{ C} ** \) et \( G' = \mathbb{ C}* \)
via\( z\mapsto z*2\). Il sagit d'un homomorphisme puisque \( G \) est
abélien. Le noyau est \( \text{ ker} (f) = \{\pm 1\} \), et ici, les huitiemes
racines de |'unité correspondent aux quatriémes racines, illustrant comment
cette bijection se manifeste avec les nombres réels viala correspondance \(
\mathbb{ R} ** \mapsto \mathbb{ R} "+ ).

En comprenant ces exemples et théoremes, on peut percevoir lamaniere
structurée dont |es sous-groupes peuvent étre examinés et reliés par des
homomorphismes, fournissant un cadre clair pour naviguer atraversla

complexité de la théorie des groupes.
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Chapitre 14 Résumé: Sous-gr oupes nor maux

Bien sdr, voici latraduction en francais de votre texte, adaptée pour des

lecteurs intéressés par leslivres:

Dans le cours 6, nous abordons |e concept de groupes quotients et le role
fondamental des sous-groupes normaux dans la theorie des groupes. Voici un

resumé de lalecon :
#tt Revue des Fondamentaux :

L e cours précédent a introduit le Théoréme de Correspondance, un concept
essentiel danslathéorie des groupes qui traite de larelation entre les
sous-groupes et les homomorphismes de groupes. Plus précisément, si vous
avez un homomorphisme surjectif \( f : G \to G'\) avec \( K \) comme noyau,
Il existe une correspondance bijective entre les sous-groupes de \( G \)
contenant \( K \) et les sous-groupes de \( G'\) qui contiennent I'élément
neutre\( e {G'} \). Ce théoréme est particulierement utile pour déconstruire
des groupes complexes\( G \) ou ssimplifier la compréhension d'un groupe
image \( G'\).

## Concepts Clés :
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1. ** Sous-groupes Normaux :**

- Un sous-groupe \( H \) d'un groupe \( G\) est dit *normal* sil satisfait \(
XHxM -1} = H\) pour chague élément \( x \) dans\( G\).

- Lanotation \( H\leg G\) indique que \( H \) est un sous-groupe de \( G \),
tandis que \( H \trianglelefteq G \) précise que \( H \) est un sous-groupe
normal de\( G\).

2. ** Noyau comme Sous-groupe Normal :**
- I est souligné que le noyau d'un homomorphisme, \( \text{ ker} (f) \), est
toujours un sous-groupe normal. Ce concept jouera un role crucial dansla

compréhension des groupes guotients.

3. **Question Directrice sur les Sous-groupes Normaux :**

- S I'on considere un sous-groupe normal \( N \trianglelefteq G \), peut-on
toujours trouver un homomorphisme\(f : G\to G'\) tel que\( N \) soit le
noyau de cet homomorphisme ? Laréponse est affirmative. Celaouvre la

voie ala définition des groupes quotients.
### Compréhension par le Théoreme de Correspondance :
En utilisant e Théoréme de Correspondance, hous pouvons explorer la

structure de groupes complexes. Le théoreme fournit une méthodol ogie pour

analyser des structures de groupes compliquées atravers leurs images
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homomorphiques. La preuve s appuie conceptuellement sur le fait que
|” application inverse de I'nomomorphisme saligne correctement avec les

sous-groupes d'origine et cibles.

Au fil du cours 6, I'accent est mis sur |'établissement des éléments
fondamentaux des sous-groupes normaux en tant que relation avec la
construction et la compréhension des groupes quotients. Cette
compréhension jette les bases pour une exploration plus avancée des

homomorphismes de groupes et de leurs applications en algebre abstraite.

Cette traduction vise a étre fluide et accessible tout en conservant les aspects

techniques importants du texte original.
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Chapitre 15 Résumé: Groupes quotient

L ecture 6 : Groupes Quotients

Dans cette lecon, nous explorons le concept de groupes quotients, un theme
fondamental de |'algebre abstraite qui repose sur |'idée des classes de cosets.

Commencons par un exemple pratique pour poser les bases.

Exemple 6.4 : Entiers modulo 2

Considérons\( G \) comme le groupe des entiers \(\mathbb{ Z}\), et soit \( H
\) I'ensemble \( 2\mathbb{ Z}\), le sous-groupe des entiers pairs. Nous

définissons un homomorphisme :

\[ f : \mathbb{Z} \to \mathbb{Zz} 2]
\[ n\mapsto n\mod 2 \]

L e noyau de cet homomorphisme \( f\) est I'ensemble des éléments qui sont
envoyés a0 par \( f\), ce qui correspond précisément al'ensemble \(
2\mathbb{ Z} \) des entiers pairs. Lorsgue \( N = \text{ ker} (f) \), les cosets
de\( N'\) correspondent de maniéere bijective al'image de\( f \), commele

garantit le théoreme de correspondance. Cette bijection permet de transférer
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la structure de groupe de \(\text{im} (f)\) al'ensemble des cosetsde \( N \).
6.3 Groupes Quotients

Une fois que les cosets sont définis, une question naturelle se pose :
pouvons-nous definir directement une structure de groupe sur les ensembles
decosetsde\( N\) ?

Question Guidante

Si\(C_1, C 2\subseteg G\) sont des cosets, comment devrions-nous définir
\( C_1\cdot C _2\) ?L'approche intuitive est de prendre I'ensemble des

produits de paires d'éléments :

Définition 6.5

La structure de produit sur les cosets est définie comme suit :

\[C 1\cdotC 2:=\{x\inG:x=y 1l\cdoty 2;\,y 1\inC 1,y 2\in
C 2\} \]
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|| sagit essentiellement du produit de paires des éléments dans les cosets.
Théoreme 6.6

S \(C_1,C 2\) sont des cosets d'un sous-groupe normal \( N \), alors \(

C 1\cdot C 2)\) est également un coset de\( N\). Lanormalité de\( N \) est
iCl cruciale.

Exemple 6.7

Considérons\( H =\{ e, y\} \subseteq G =S 3\). Ici, \( H\) n'est pasun
sous-groupe normal. Si nous prenons\( xH = \{x, xy\} \), nous trouvons:

\[ XH \cdot xH =\{ x"2, Xy, Xyx =Yy, Xyxy = e\} \]

Cerésultat n'est pas un coset, illustrant la nécessite de la condition de

normalité pour que le produit de cosets reste un coset.

Définition 6.8

Le groupe quotient \( G/N \) est I'ensemble des cosets d'un sous-groupe
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normal \( N \). L'opération de groupe est définie comme suit :

\[ [C_1] \cdot [C_2] :=[C_1\cdot C_2] \]
\[ [aN] \cdot [bN] := [abN] \]

Puisgue \( N \) est normal, le membre de droite est toujours un coset.
Notation et Vérification

La notation \([x]\) représente la classe d'équivalence de \( x \) sousla
partition de\( G \) en cosets. L'opération de produit est indépendante du

choix desreprésentants\( a\) et \( b\) car \( N\) est normal.

Théoreme 6.9

Deux affirmations clés concernant le groupe quotient sont les suivantes :

1. Laloi de composition, telle que définie, établit une structure de groupe sur
\( G/N'\) en satisfaisant |es axiomes de groupe.

2. 1 existe un homomorphisme surjectif \( \pi : G \to G/N \) défini par \( X
\mapsto [XN] \) tel que \(\text{ ker} (\pi) = N\).
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Pour prouver cela, nous montrons::

- Identité: L'éément neutre est \([N] = [eN]\). Le produit \([aN] \cdot
[N] = [aeN] = [aN]\).

- Inverse: L'inverse de \([aN]\) est \([a*{ -1} N]\). Etant donné que \( N \)
est normal, les cosets a gauche et a droite coincident.

- Associativité : L'associativité pour \( G/N \) découle de I'associativité
dans\( G\).

L a preuve de la deuxieme partie impligue I'hnomomorphisme \(\pi\), qui est

montré comme étant surjectif et ayant pour noyau \( N \).
L a construction des groupes quotients est une opération fondamentale mais

puissante en théorie des groupes, apportant un éclairage sur la structure et la

classification des groupes.
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Chapitre 16: Premier théoreme de I'isomor phisme

Lecture 6 : Groupes Quotients

Cette lecture explore le concept de groupes quotients, en sappuyant sur des
théoremes fondamentaux qui établissent des structures de groupes
significatives. Au coaur de ce sujet se trouve le Théoréme 6.9, qui, bien
gu'étant tautol ogique, repose sur un résultat plus substantiel introduit
précédemment, le Théoréme 6.5. Ce dernier prouve gue le produit de deux
cosets forme un autre coset, validant ainsi |a cohérence de la structure de

groupe dans ce contexte.

Pour illustrer I'application pratique de ces idées, nous considérons I'Exemple
6.10, qui explore le groupe quotient du groupe linéaire spécial des matrices
réelles 2x2, noté SL2(R). Ici, N = {£I2} est un sous-groupe normal de G =
SL2(R). En prenant le groupe quotient SL2(R)/{ 12}, nous obtenons un
nouveau groupe, P SL2(R). Cela montre comment il est possible de dériver
un groupe totalement nouveau et potentiellement utile a partir d'un groupe

existant bien défini par le processus de quotient.
L e concept de groupe quotient peut é&tre comparé a l'arithmétique modulaire :

nous disons que a"a b mod N si aN = bN dans le grol

aide a comprendre les opérations et |es relations d'équival ence qui
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sous-tendent les groupes quotients.

La section 6.4 se concentre sur le Premier Théoréme de |’ Isomorphisme. Ce
théoreme émerge en considérant un homomorphisme surjectif \( f: G
\rightarrow G'\) avec K comme noyau, un sous-groupe normal. L e théoreme
stipule gqu'il existe un homomorphisme surjectif naturel \( \pi: G \rightarrow
G/K \), démontrant essentiellement que tout homomorphisme \( f \)
correspond a un isomorphisme \( \overling{f}: G/K \rightarrow G'\). Cette

éguivalence est illustrée dans le diagramme commutatif suivant :

G -A-> G/K
|

f  \overlineg{f}
VARY,

G G

Le diagrammeillustre le principe fondamental selon lequel, aisomorphisme
pres, I'homomorphisme de groupe original est équivalent a celui
nouvellement créé. Cette équivalence découle d'une correspondance
fondamental e entre les cosets du noyau et les points de I'image, garantissant
gue la bijection préserve les structures de groupe des deux cotés. En résume,
\(\overling{f} ([xk]) = f(x) \).
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A traversle Premier Théoréme de |’ Isomorphisme, lalecture établit de
maniere concise le lien entre la relation d'équival ence attribuée au groupe et
la structure de groupe imposée sur les classes d'équivalence, offrant ainsi un

apercu cohérent et approfondi des mécanismes et des implications des
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Chapitre 17 Résumé: Espaces vectoriels

Dans le cours 7, I'accent est mis sur le développement d'une compréhension
fondamental e des corps et des espaces vectoriels, qui sont des é éments

essentiels de I'algebre linéaire. Ces concepts sont cruciaux car ils sétendent
et sentrelacent avec la théorie des groupes, une branche des mathématiques

précédemment abordée en lien avec les groupes de quotient.
### Revue des Concepts Precedents

Avant de plonger dans de nouveaux sujets, un bref rappel simpose. Lors des
discussions antérieures, la notion de formation d'un nouveau groupe en
guotientant par un sous-groupe normal, noté \( G/N \), a éé introduite. Cela
apréparé le terrain pour comprendre comment |es structures peuvent étre

simplifiées ou transformees.
# Corps

L a conférence se poursuit ensuite sur les corps, qui sont essentiellement des
ensembles dotées de deux opérations : I'addition et la multiplication. Pour
gu'un ensemble puisse étre qualifié de corps, il doit respecter certaines
conditions :

- L'ensembl e, sous I'addition, doit former un groupe abélien. Cela signifie

gue I'addition est commutative (I'ordre n’ a pas d'importance), que
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|'associativité est respectée (les regroupements n'affectent pas le résultat),
gu'il existe un éément neutre (gjouter zéro ne change rien), et que chague
éément aun inverse (soustraire inverse le résultat).

- Pour lamultiplication, les & éments non nuls doivent également former un
groupe abélien, démontrant des propriétés similaires a celles de |'addition,
mais en excluant zéro en raison de |'absence d'inverse.

- De plus, les opérations d'addition et de multiplication doivent se distribuer

|'une sur |'autre, assurant une cohérence entre les opérations.

Parmi les exemples courants de corps, on trouve les ensembles des nombres
complexes \(\mathbb{ C}\), des nombres réels \(\mathbb{ R}\) et des
nombres rationnel s \(\mathbb{ Q} \). Ces ensembles remplissent les
propriétés requises, fournissant des élémentsinfinis et la capacité de diviser

(sauf par zéro).

Cependant, I'ensemble des entiers \(\mathbb{ Z}\) ne peut pas étre considéré
comme un corps, principalement en raison de |'absence d'inverses
multiplicatifs (ladivision ne donne pas des entiers). Fait intéressant,
\(\mathbb{ Q}\) peut étre vu comme une extension de \(\mathbb{ Z}\) ou la

division est permise, ce qui en fait un corps.
L es corps ne se limitent pas aux ensembles infinis. Des corps finis existent et

sont structurés autour des nombres premiers. Pour tout nombre premier \( p

\), on peut construire \( \mathbb{F} p\), qui est le corps contenant \( p\)

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey k‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

éléments. Ces corps d ordre premier sont speciaux car chaque éément non
nul aun inverse multiplicatif. En revanche, des structures comme
\(\mathbb{Z} 6\) ne sont pas des corps puisqu'il n‘est pas possible d'inverser

tous les él éments.
#H# Espaces Vectoriels

En passant au concept des espaces vectoriels, ceux-ci sont des constructions
mathématiques qui peuvent sétendre sur n‘importe quel corps. Familiers des
études liées aux matrices, un espace vectoriel \( V \) se compose d'éléments

qui, lorsgu'ils sont additionnés ou étirés (multipliés par un éément d'un

corps), se comportent de maniére prévisible.

L es espaces vectoriels nécessitent :

- Une opération d'addition qui forme un groupe abélien.

- La capacite d'appliquer une opération de 'scalabilite’ ou de multiplication a
partir du corps en associant chaque éément du corps\( a\) a un vecteur \(
\vec{ v} \), ce qui donne un nouveau vecteur \( a\vec{v} \).

- Ces opérations doivent interagir de maniere cohérente, conforme aux
axiomes habituels d'associativité, de distributivité et de compatibilité entre
addition et scalabilité.

En explorant les corps et |les espaces vectoriels, ce cours souligne leur role

fondamental dans |'algebre linéaire. Ces structures facilitent non seulement
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la compréhension des systémes algébriques, mais aussi la capacité d'étendre
ces idées vers des théories mathématiques et des applications plus

complexes.
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Chapitre 18 Résumé: Bases et Dimension

Lecture7: Champset EspacesVectoriels

Dans cette conférence, nous abordons des sujets fondamentaux tels que les
champs et les espaces vectoriels, qui sont des concepts essentiels en algébre

linéaire et en mathématiques en général.
Exemples d'Espaces Vectoriels

- Exemple 7.5 : Pour un champ \( F\), \( F*n)\) fait référence aux

vecteurs colonnes avec \( n\) composants \((a 1, \cdots, a n)t\), formant
un espace vectoriel de dimension \( n\). Cela signifie que chaque vecteur a
exactement \( n\) degrés de liberté, ou "directions’,dans les lesquellesil peut
varier au sein de I'espace.
- Exemple 7.6 : Considérons une matrice \( A \) detaille\( m\timesn)\).
L'ensemble \(\{ \textbf{ v} \in F*n : A\textbf{v} = (O, \cdots, O)\}\)
représente un espace vectoriel. On appelle celal’ espace nul de\( A \), qui se
compose de tous les vecteurs envoyés au vecteur nul par \( A \).
- Exemple 7.7 : Les solutions d'une équation différentielle ordinaire

linéaire homogene (EDO) forment un espace vectoriel. Cela découle du fait

gue toute combinaison linéaire de solutions est également une solution.
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Bases et Dimension

Une base dans un espace vectoriel est un concept crucial gui nous permet de
décrire I'ensemble de I'espace avec un minimum de vecteurs. Elle fournit un
systeme de coordonnées pour représenter de maniére unique tout vecteur

dans cet espace.

- Définition 7.8 : Une *combinaison linéaire* de vecteurs\( \textbf{v} 1,
\textbf{ v} 2, \ldots, \textbf{v} n\) dans|'espace vectoriel \( V \) peut étre
exprimée comme \(\textbf{ v} =\sum a i \textbf{v} i\), ou\(a i) sont des
scalaires du champ \( F\).
- Définition 7.9 : L*enveloppe* d'un ensemble \( S = \{\textbf{v} 1,
\textbf{v} 2, \cdots, \textbf{v} n\}\) est I'ensemble de toutes les
combinaisons linéaires possibles des vecteurs dans\( S\). Cela équivaut a
former le plus petit espace vectoriel qui contient tous les vecteursde \( S\).
- Définition 7.10 : Un ensemble de vecteurs \( S\) *enveloppe* |'espace
vectoriel \( V'\) si chague vecteur de\( V \) peut étre exprimé comme une

combinaison linéaire de vecteurs dans\( S\).

- Définition 7.11 : Les vecteurs sont *linéairement indépendants* si la
seule solution a\(\sum a_i \textbf{v} i =\textbf{O}\) est\(a i =0\) pour
tousles\(i\). Celasignifie qu'aucun vecteur de |'ensemble n'est redondant.

- Définition 7.12 : Un ensemble \( S = \{\textbf{v} 1, \cdots,

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey Y‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

\textbf{v} n\}\) est une *base* pour \( V \) s \( S\) enveloppe\( V') et est
linéairement indépendant. Chague vecteur dans\( V \) peut étre exprimé de

maniere unique comme \(\textbf{v} = a 1 \textbf{v} 1+ \cdots+a n
\textbf{ v} n\).

Par exemple, la base standard pour \( \mathbb{ R} *2\) est \(\{ (1, 0)"\t, (O,
D M\}), ce qui signifie que chague vecteur \((a, b)*t\) est une combinaison
\(a(1, 0)*t + b(0, D)MV).

- Exemple 7.13 : Prenons\( \mathbb{ R} "2 \). L'ensemble \( S=\{(1, 1)\,
(3, 2 t\}\) enveloppe \( \mathbb{ R} *2\) mais est linéairement dépendant.
Une base peut étre trouvée dans un sous-ensemble comme \(\{ (1, 0)"\t, (O,
DMN).

- Définition 7.14 : Un espace vectoriel \( V' \) est de dimension finies \( V
= \text{ Span} (\{ \textbf{ v} 1, \cdots, \textbf{v} n\})\) pour un certain

ensemble de vecteurs \( \textbf{v} i\inV\). Les espaces vectoriels de

dimension infinie, bien que fascinants, ne sont pas abordésici en détail mais

sont éudiés en analyse réelle.

Dans |es espaces vectoriels de dimension finie, plusieurs résultats clés
émergent :
- Lemme 7.15 : Etant donné un ensemble d'enveloppe \( S\) et un

ensembl e linéairement indépendant \( L \) :
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1. Retirer des vecteurs de \( S\) peut produire une base.
2. Ajouter des vecteursa\( L \) peut également former une base.

3. Lataillede\( S\) est toujours au moins aussi grande que cellede\( L \).

- Corollaire7.16: Si\( S\) et \( L \) sont tous deux des bases pour \( V \),
alorsils ont le méme nombre de vecteurs. Cela conduit a la définition :

- Définition 7.17 : La*dimension* de\( V \) est e nombre de vecteurs
danstoute base de\( V' \).

- Définition 7.18 : Une *transformation lingaire* est une application \( T:
V \to W)\) qui satisfait \( T(\textbf{v} 1 + \textbf{v} 2) = T(\textbf{v} 1)
+ T(\textbf{v} 2)\) et \( T(a\textbf{v}) = aT (\textbf{v})\). Elle est un

isomorphisme si elle est bijective.

Pour un ensemble \( S\) de vecteurs dans un espace vectoriel \( V \), une
transformation linéaire\( T_S\) associe des démentsde\( F*n\) a\( V \). S
\( S\) est linéairement indépendant, \( T_S\) est injective; s \( S\)
enveloppe\(V V), \( T_S\) est surjective ; si \( S\) est unebase, \( T_S\) est

un isomorphisme.
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Chapitre 19 Résumé: Matrice des Transfor mations
Linéaires

Lecture 8 : TransformationsLinéaires avec Bases et la For mule de

Dimension

Ce chapitre explore larelation complexe entre les transformations linéaires,
leur représentation al'aide de matrices, et I'importance de choisir des bases
appropriées pour les espaces vectoriels afin d'analyser ces transformations.
Le concept de transformations linéaires constitue la base essentielle pour
comprendre comment différents espaces vectoriels peuvent étre

interconnectés par le biais des opérations mathématiques.

8 Revue dela Formule de Dimension

Auparavant, nous avons discuté de la définition des transformations
linéaires, qui sont des fonctions qui associent des vecteurs d'un espace
vectoriel, \(V\), a un autre espace, \(W\), tout en préservant |'addition
vectorielle et lamultiplication scalaire. Cette préparation jette les bases de la
compréhension de lafagon dont les transformations linéaires peuvent étre

représentées.
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Matrique des Transformations Linéaires (8.2)

Une transformation linéaire \(T: V \rightarrow W\) est un moyen de
transformer des vecteurs d'un espace vectoriel aun autre, et son
comportement est déterminé une fois que nous savons comment elle
transforme une base de \(V\). Considérons une base \(\{ \mathbf{ v} 1, \ldots,
\mathbf{v} n\}\) pour \(V\). S nous connaissons \(T(\mathbf{v} )\) pour
chague vecteur de base \(\mathbf{v} i\), nous pouvons déterminer \(T\) pour

n'importe quel vecteur dans \(V\) grace aux propriétés de lalinéarité.

Exemple 8.1

Considérons une transformation linéaire allant d'une base d'un espace a une
autre. Supposons que \(W\) ait une base \(\{ \mathbf{ w} 1, \Idots,
\mathbf{w} m\}\). Une transformation linéaire spécifique \(\varphi:
\mathbb{ F}*n \to W\) associe |es vecteurs de base standards

\(\mathbf{ e} _i\) de \(\mathbb{ F}”*n\) aux vecteurs de base correspondants
\(\mathbf{w} i\) dans\(W\). Ce mapping fonctionne comme un
isomorphisme, indiquant une correspondance un-a-un, car Nous choisiSsoNns
\(\{\mathbf{w} i\}\) comme base pour \(W\). Latransformation inverse,
\(\varphi®{-1}\), permet de retrouver les vecteurs de coordonnées pour tout

vecteur en termes de cette base.
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Exemple 8.2

|| existe une correspondance directe entre les matrices de taille \(m \times n\)
sur un corps \(\mathbb{ F}\) et les transformations linéaires de

\(\mathbb{ F}*n\) vers \(\mathbb{ F} *m\). Chague matrice \(A\) identifie une
transformation \(T\) telle que \(T(\mathbf{x}) = A \mathbf{x}\), ou
\(\mathbf{ x}\) est un vecteur. Réciproquement, toute transformation linéaire
peut étre codifiée sous forme de matrice en observant son effet sur les
vecteurs de base standards. Cela établit un isomorphisme entre |’ espace des
matrices \(m \times n\) et |’ espace des transformations linéaires, illustrant

leur nature interchangeable.

Etant donné un isomorphisme \(T: \mathbb{ F} *n \rightarrow
\mathbb{ F} *m\), il est nécessaire que \(m =n\), et latransformation
correspond a une matrice inversible (ou non singuliere) dans le groupe
linéaire général \(\text{ GL} n(\mathbb{ F})\).

Supposons que nous ayons deux bases différentes pour un espace vectoriel
\(V\), produisant des transformations \(B\) et \(B"\) correspondant aux bases
\(\{\mathbf{v} 1, \Idots, \mathbf{v} n\}\) et \(\{ \mathbf{w} 1, \Idots,
\mathbf{w} n\}\), respectivement. Latransition entre ces deux bases est un

automorphisme, défini par \(P = B”{-1} \circ B'\), ce qui implique\(B' =B
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\circ P\). Cette relation illustre comment |les transformations se rapportent
lorsque les bases changent, incarnée par une matrice \(P \in
\text{ GL} _n(\mathbb{ F})\), qui elle-méme est représentée en termes de la

base originale et des coordonnées.

Géomeétriquement, cela peut étre visualise a travers des transformations entre
espaces : une transformation définie sur les vecteurs de base révele une
matrice \(P\) qui mappe ces transformations tandis que les coordonnées dans
les espaces de base transforment les vecteurs en avant et en arriere. En
comprenant ces relations, les calculs peuvent suivre les fleches dans un
diagrammeillustratif, interprétant les actions selon une base ou une autre.
Celamet en lumiere la similitude sous-jacente des représentations

matricielles et des opérations, malgré les choix de bases différents.

Section Résumé du contenu

Explore les transformations linéaires, la représentation matricielle et

Lecture 8 le choix des bases pour analyser les transformations entre espaces
vectoriels.

Revue de la Rappel sur les transformations linéaires qui font passer des vecteurs

formule de d'un espace vectoriel a un autre, tout en préservant l'addition de

dimension vecteurs et la multiplication scalaire.

Matricielle des Explique comment connaitre une transformation d'une base d'un

transformations espace vectoriel permet de déterminer les transformations de

linéaires (8.2) n'importe quel vecteur de cet espace.

lllustre un isomorphisme a travers une transformation linéaire
Exemple 8.1 spécifique d'un espace a un autre, en associant des vecteurs de
base standards aux vecteurs de base correspondants dans I'espace
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Section Résumé du contenu

cible.

Démontre I'équivalence entre les matrices de taille \(m \times n\) et
Exemple 8.2 les transformations linéaires, en renforcant le concept a travers un
isomorphisme et son effet sur les vecteurs de base standards.

Aborde les isomorphismes en précisant que les transformations
nécessitent des dimensions égales et 'automorphisme a travers la
matrice \(P\) pour la transformation de base décrite entre deux bases
différentes.

Isomorphisme
&
Automorphisme

Exprime la transformation entre espaces a l'aide de matrices et de
coordonnées, révelant des transformations identiques malgré
différents choix de bases.

Visualisation
géométrique
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Chapitre 20: Formule de dimension

Transformations linéair es avec bases et formule de dimension

Dans les espaces vectoriels de dimension finie, e choix d'une base nous
permet d'exprimer chague vecteur en termes de coordonnees. Ce processus
est essentiel pour transformer |es opérations entre espaces vectoriels en
matrices. Considérons une transformation linéaire \( T: V \rightarrow W \)
entre deux espaces vectoriels\( V' \) et \( W), avec des bases respectives
\({#v_i}\) et \({#w_i}\). En assignant des coordonnées, |a transformation

peut étre représentée par lamatrice \( A \).

Pour trouver cette matrice \( A \), qui appartient a\( \text{ Mat} {m\times
n}(F) \), les étapes impliquent |'utilisation de cartes de coordonnées \( B: F*n
\rightarrow V \) et \( C: F*m \rightarrow W \). En suivant la chaine de
transformations, on a\( A = C*{-1} \circ T \circ B \). Essentiellement, pour

les colonnesde \( A \), nous évaluons\( T(v_i) \) entermes de labase de\( w

\).
Exemple:

Considérons une transformation linaire \( T: V \rightarrow W'\) telle que \(

T(f(t) =1@t)\), ou\(V \) et \( W) sont des espaces de fonctions complexes
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vérifiant respectivement \( f"(t) = f(t) \) et \( f"(t) = -f(t) \). Pour \( V =
\text{ Span} (e\{it}, eM{-it})\) et \( W = \text{ Span} (\cost, \sint) \), la
transformation de labase \( T(eM{it}) =\cost +i\sint\) et \( T(eN-it}) =

\cost -i\sint\) fournit lamatrice:
\[ A =\begin{pmatrix} 1& 1\i & -i \end{ pmatrix} \]
En choisissant une autre base \( W = \text{ Span} (e{it}, e’-it}) \), \(A ) se

simplifie en une matrice identité. Cela souléve la question : pourrions-nous

toujours choisir des bases qui rendent \( A \) « agréable » ?
Formule de dimension :

L es transformations linéaires, similaires aux homomorphismes de groupes,
possedent des propriétés comme le noyau et I'image. Le noyau \( \ker(T) \)
se compose des vecteurs dans \( V \) qui sont mappés a zéro dans\( W \),
tandis que I'image \( \text{im} (T) \) inclut les & éments dans \( W \) résultant
de ce mappage. Les dimensions de ces ensembles, appel ées nullité et rang,

sont liées par laformule de dimension :
\[ \dim(\ker(T)) + \dim(\text{im}(T)) =\dim(V) \]

Celarappelle lathéorie des groupes ou \(|G| = \ker(G)| Mext{im} (G)|\).
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Preuvedela formulededimension :

En choisissant des vecteurs\( \{v 1, \Idots, v k\} \) comme base de \(
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Chapitre 21 Résumé: Opérateurslinéaires

Dans | es précedentes conférences, nous avons exploré les transformations
linéaires entre espaces vectoriels et avons découvert gu'en choisissant des
bases appropriées, nous pouvions simplifier ces transformations en des
formes plus gérables. Plus précisément, lorsqu'il Sagit d'une matriceM qui
fait correspondre I'espace vectoriel F+ & P, des bases adaptées nou:
permettent de représenter |atransformation sous la forme d'une matrice bloc
avec lamatrice identité | en haut a gauche. Nous avons introduit la
formule de dimension, dim(im(A)) + dim(ker(A)) = n, qui indique que la
somme des dimensions de |I'image et du noyau d'une matrice est égalean, le

nombre de colonnes.

Un point important de cette discussion est le Corollaire 9.1, qui affirme que

le rang des lignes est égal au rang des colonnes pour toute matrice M, ce qui

signifie que I'espace engendré par les lignes ala méme dimension que celui
engendre par les colonnes, méme s'ils proviennent d'espaces vectoriels
différents(FP conkesg. C'est un résultat inattendu mais fol

qui est souvent souligné en algebre linéaire.

Cela nous amene aux opérateurs linéaires, un type de transformation linéaire
plus spécifique. Un opérateur linéaire est une transformation d'un espace
vectoriel verslui-méme, exprimée souslaforme T : V L' Pa& exemple, un

opérateur linéairesur R2 pourrait étre une rotation d'un angl
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sens antihoraire, qui renvoie chaque vecteur de R2 dans R2. Cetype de
transformation est crucial pour comprendre les vecteurs propres et les
valeurs propres, qui révélent des propriétés géométriques intrinseques de ces

opérateurs.

Dans nos prochaines discussions, nous approfondirons le sujet des vecteurs
propres et des valeurs propres, en examinant comment ils jouent un role dans
|a caractérisation des matrices, notamment dans |le contexte des matrices
diagonalizables, qui peuvent étre représentées sous forme de matrices
diagonales si une base appropriée est choisie. Cela enrichira encore notre
compréhension des transformations linéaires et des opérateurs dans les

espaces vectoriels.
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Chapitre 22 Résumé: Changement de base

Lecture9: Vecteurspropres, valeurs propres et matrices diagonalizables

Dans cette lecon, nous plongeons dans les concepts de vecteurs propres, de
valeurs propres et leur lien avec les matrices diagonalizables, fondamentaux
pour comprendre les applications plus larges de I'algebre linéaire en
mathématiques et en ingénierie. Nous commengons par examiner les
opérateurs linéaires, en particulier atravers le prisme des polynémes et de

leurs dériveées.

Exemple 9.4 utilise I'espace vectoriel \( V = \{\text{ polyndmes de degré}
\leg 2\} \) pour illustrer ces concepts. Ici, I'opérateur dérivé \( T(f(t)) = f'(t)
\) agit comme un opérateur linéaire. Cette transformation est
particuliérement importante car elle raméne les éléments de |'espace
vectoriel alui-méme, ce qui la distingue des transformations qui échangent

entre différents espaces.

Lorsqu'on traite des opérateurs linéaires, une des taches essentielles est de

déterminer lareprésentation matricielle de la transformation. En fixant une
base pour |'espace, |'opérateur peut étre représenté par une matrice carrée. ||
sagit d'une étape cruciale, car cela nous permet d'appliquer lariche théorie

des matrices al'étude de ces opérateurs.
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Dans I'exemple, lorsque la base standard \(\{ 1, t, t"2\}\) est choisie pour les
polynémes, |'opérateur dérivé\( T \) peut étre écrit sous forme de matrice :
\[ A =\begin{pmatrix} 0& 1& OW0& 0& 2\\0 & 0 & O\end{ pmatrix} \]
Cette représentation matricielle découle de la maniere dont chague vecteur
de base est transformé par |'opérateur dérive. Par exemple, ladérivée de\(t
\) est 1, et ladeérivée de\(t"2\) est \( 2t \), ce qui conduit aux entrées

données dans la matrice.

Ensuite, Proposition 9.5 explore |es propriétés des opérateurs linéaires

sur des espaces vectoriels de dimension finie, soulignant qu'un opérateur \(
T: V \rightarrow V \) est injectif si et seulement sil est surjectif, ce qui en
fait un isomorphisme. Cette propriété signifie une forte équivalence entre ces
conditions dans des contextes de dimension finie, reflétant les

caractéristiques des ensemblesfinis.

Ladémonstration tire parti de laformule de dimension :

\[ \text{dim} (\ker T) + \text{ dim} (text{im } T) =\text{dim} V \]
Si\(T)\) estinjectif, le noyau de\( T \) aune dimension de 0, ce qui
implique que I'image de \( T \) doit couvrir tout |'espace vectoriel, rendant
ainsi \( T'\) surjectif. Par conséquent, dans les espaces de dimension finie,
les propriétés injectives et surjectives (et donc bijectives) des opérateurs

linéaires sont intimement liées.
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Section 9.3 : Changement de base se concentre sur la compréhension de

la maniere dont la représentation matricielle d'un opérateur linéaire change
lors de latransition entre différentes bases pour |I'espace vectoriel \( V' \).
Changer de base simplifie souvent les problémes ou réveéle des structures
cachées au sein de |'opérateur, jouant un rdle critique dans des applications
telles que la diagonalisation et le calcul des valeurs propres, qui sont
essentiels pour résoudre des équations différentielles et optimiser des formes

guadratiques.

Dans I'ensemble, cette lecon offre une vue d'ensemble compléte de la
maniere dont les vecteurs propres et les valeurs propres interagissent avec la
structure des transformations linéaires et fournit les outils mathématiques
nécessaires pour un approfondissement ultérieur et des applications

pratiques.
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Chapitre 23 Résumé: Vecteurs propres, valeurs propres et
matrices diagonalizables

Chapitre 9 : Vecteurspropres, valeurs propres et matrices diagonalisables

Ce chapitre commence par examiner comment un changement de base dans
un espace vectoriel peut modifier |a représentation des transformations
linéaires. Lorsgu'une base \( B \) est spécifiée pour un espace vectoriel \( V
\), un diagramme de transformation correspondant \( T : V \to V \) est formé.
Celaest dargi lorsque nous introduisons une nouvelle base \( B'\), dérivée
d'une matrice inversible \( P\) dans le groupe des matrices\( n \timesn\)
inversibles sur un corps\( F\), noté\( GL_n(F) \). Lamatrice\( P\)
transforme la base en \( B' = B \cdot P\), créant ainsi une nouvelle matrice
de transformation équivalente \( A'\) vialaformule de conjugaison \( A' =
PM-1}AP\).

L e concept de matrices similaires apparait ici, ou \( A'\) est similaireala
matrice \( A \) sl unetelle transformation existe. Ces matrices représentent le
méme opérateur linéaire mais avec des bases différentes. L'importance réside
danslefait gu'il n'y a gu'une seule matrice de changement de base \( P\)
étant donné gque la transformation ale méme domaine et codomaine,
contrairement aux scénarios antérieurs ou deux bases différentes pouvaient

étre choisies.
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Cette révéation conduit aune réalisation cruciale : le déterminant d'un
opérateur linéaire\( T : V \to V' \) peut étre défini indépendamment d'une
base spécifique. Cela est di al'invariance du déterminant lors des
changements de base, puisque le déterminant de toute représentation
matricielle de\( T \) est égal atravers différentes bases. En termes pratiques,
méme dans des contextes ou |'interprétation "volume" conventionnelle fait
défaut, comme dans les corpsfinis, e déterminant conserve une signification

intrinseque.

L adiscussion passe ensuite a la simplification des matrices par le biais de
changements de bases, dans le but de trouver laforme la plus "agréable”
possible. Ce processus introduit les vecteurs propres et les valeurs propres,
concepts fondamentaux pour comprendre comment agissent les
transformations linéaires. Par exemple, considérons lamatrice \( A \) dans\(
\mathbb{ R} "2\) :

\[ A =\begin{bmatrix} 2& 3\\ 3 & 2\end{bmatrix} \]
La décomposition montre que \( A \) étire le vecteur \( (1,1) \) et inversele
vecteur \( (-1,1) \). En utilisant \( P =\begin{bmatrix} 1 & -1\1& 1

\end{ bmatrix} \), la matrice peut étre transformée en forme diagonale :

\[ A'=PN-1} AP =\begin{ bmatrix} 5& 0\ 0 & -1 \end{ bmatrix} \]
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Ladiagonalisation de\( A \) révele clairement ses opérations : elle consiste a
un étirement par 5 dans une direction et a une inversion dans la direction
orthogonale. Cette ssimplification met en lumiére les effets indépendants de

la transformation |le long de chague vecteur propre.

L es vecteurs propres, fondamentaux pour cette diagonalisation, sont définis
comme des vecteurs\( v \neq 0\) satisfaisant \( T v =\lambda v \), ou \(
\lambda)) est lavaleur propre. Cette équation souligne comment un
opérateur appliqué a un vecteur propre donne une version étirée de ce méme
vecteur, préservant sa direction, ce qui souligne leur importance pour

comprendre et simplifier les transformations linéaires.
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Pensee Critique

Point Clé: Comprendre le pouvoir de la perspective avec les vecteurs
propres et les valeurs propres

Interprétation Critique: Dans le chapitre 23, Michagl Artin se plonge
dans les concepts fascinants des vecteurs propres et des valeurs
propres, révélant une vérité sous-jacente sur les perspectives et la
transformation dans la vie. L'idée qui résonne profondément est que
changer de base—tout comme passer a un nouveau systéme de
coordonnées en mathématiques—peut simplifier des situations
complexes, permettant une compréhension plus claire et souvent plus

perspicace de vos circonstances.

Considérez comment les vecteurs propres demeurent fideles a leur
nature, ssimplement redimensionnés par leurs valeurs propres, malgré
les transformations. Cela sert de métaphore puissante danslavie : peu
importe les changements que nous subissons ou les perspectives que
nous adoptons, notre potentiel fondamental (comme une valeur
propre) reste constant, attendant d'étre dimensionné et exploité pour la
croissance. En appliquant cette approche conceptuelle, vous pouvez
découvrir une nouvelle clarté et direction—simplifiant ce qui semblait
autrefois complexe en reconnaissant et en embrassant les motifs

naturels et les potentiels inhérents en vous-méme et dans le monde qui
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vous entoure. Lacléréside dans le fait de voir les défis atraversle
prisme de différentes perspectives, semblable a la diagonalisation

d'une matrice, pour révéler leurs influences essentielles et les naviguer

plus efficacement.
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Chapitre 24: Trouver lesvaleurspropreset lesvecteurs
propres

Lecture9: Vecteurspropres, valeurs propres et matrices diagonalizables

Cette lecon explore des sujets essentiels tels que les vecteurs propres, les
valeurs propres et le concept de matrices diagonalizables, qui sont

importants pour simplifier les transformations linéaires complexes.

Exemple 9.9 illustre la recherche de vecteurs propres et de valeurs

propres. Pour une matrice donnee, \( \begin{ pmatrix} 2& 3\ 3 & 2
\end{ pmatrix} \), les vecteurs \( \begin{ pmatrix} 1\\ 1 \end{ pmatrix} \) et \(
\begin{ pmatrix} -1\\ 1 \end{ pmatrix} \) sont identifiés comme les vecteurs
propres correspondant aux valeurs propres 5 et -1 respectivement. Cet
exemple est particulier car ces vecteurs propres forment une base, appel ée

une eigenbase.

Définition 9.10 décrit une eigenbase comme un ensemble de vecteurs ou
chaque vecteur est un vecteur propre de latransformation. La représentation
matricielle d'une transformation \( T \) dans cette base est diagonale, avec les

valeurs propres sur la diagonale.

L es matrices diagonales se distinguent par leur simplicité dans les opérations
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mathématiques, en particulier lorsgu'il sagit d'élever des matrices a des
puissances supérieures. Laforme diagonale permet un calcul plusfacile ou

chaque entrée diagonale peut étre mise a la puissance indépendamment.

Définition 9.11 introduit le terme "diagonalizable”, qui fait référence a
un opérateur linéaire qui admet une eigenbase, impliquant que la
transformation peut étre représentée sous forme de matrice diagonale dans

cette base.

Définition 9.12 offre une autre perspective montrant qu'une matrice \( A
\) est diagonalizable s une matrice inversible \( P\) existe de sorte que \(
P -1} AP\) donne une matrice diagonale \( D \). Cette équivalence entre les

matrices permet de ssimplifier la transformation.

Lalegon se poursuit en explorant le processus pour trouver des vecteurs
propres, des valeurs propres et des eigenbases, en se concentrant sur des

matrices considérées comme diagonalizables.

Question guide : Comment trouve-t-on les vecteurs propres, les valeurs

propres et les eigenbases ?
Etape 1 : Commencez par trouver les valeurs propres potentielles d'une

matrice \( A \in Mat_{n\timesn}(F) \). S \( \lambda\) est une valeur

propre, il existera un vecteur non nul \( v \) tel que\( Av =\lambdav ). Cela
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peut étre réécrit sous laforme \((\lambdal _n- A)v =0\), ce qui implique
gue le noyau de \((\lambdal _n - A)\) est non trivial et non inversible. La
condition clé pour cela est que le déterminant doit étre égal a zéro :
\(\det(\lambdal_n- A) = 0\). Cette éguation de déterminant donne naissance
aun polynéme caractéristique, \( p(t) = \det(tl_n- A)\), permettant de

déterminer les valeurs propres.

Exemple 9.13 calcule le polyndme caractéristique pour \( A =
\begin{ pmatrix} 2 & 3\\ 3& 2 \end{ pmatrix} \), ce qui donne\( p_A(t) =
t"2 - 4t - 5\). Larésolution de ce polynéme fournit les valeurs propres ; dans

cecas, -1eth.

Etape 2 : Pour chaque valeur propre, trouvez Ses Vecteurs propres
correspondants. Pour chaque \(\lambda\), déterminez |les vecteurs au sein du
noyau de \((\lambdal _n- A)\). Par |le biais de I'éimination de Gauss ou

d'opérations sur les lignes, calculez une base pour ce noyau.

Exemple 9.15 examine la matrice pour \(\lambda = 5\), \(51 2- A =

\begin{ pmatrix} 3 & -3\\-3 & 3\end{ pmatrix}\), et identifie une base pour
le noyau comme \( \text{ Span} \left\{ \begin{ pmatrix} 1\\ 1 \end{ pmatrix}
\right\} \).

Lalecon suggére que d'autres éclaircissements sur ce sujet seront fournis

lors du prochain cours. Cela conclut un apercu du processus d'utilisation des
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Chapitre 25 Résumé: L e polyndme car actéristique

L ecture 10 : La Décomposition de Jordan

| ntroduction aux Bases Propres et ala Forme de Jordan

Ce chapitre aborde |e concept de changement de base d'un espace vectoridl,
en Sattachant a obtenir une forme plus simple d'une matrice associée a un
opérateur linéaire. La question centrale explorée est la suivante : comment
peut-on trouver une base dans laquelle une matrice donnée apparait sous une

forme « agréable », par exemple en étant diagonale ?

Rappel des Concepts Clés

Auparavant, ladiscussion était centrée sur les valeurs propres et les vecteurs
propres des matrices et des opérateurs linéaires. Un vecteur propre est un
vecteur non nul qui, lorsgu'un opérateur linéaire est appliqué, donne une
version redimensionnée de lui-méme, le facteur de redimensionnement étant

lavaleur propre. Mathématiquement, si \( A\mathbf{v} =\lambda

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey Y‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

\mathbf{v} \), alors\( \mathbf{v} \) est |e vecteur propre et \( \lambda\) la
valeur propre. Si une matrice peut étre représentée dans une base de vecteurs
propres (base propre), alors dans cette base, €lle se traduit par une matrice
diagonale. Pour trouver les vecteurs propres, on détermine d'abord les
valeurs propres, qui sont les racines du polyndme caractéristique \( p_A(t) =
\text{ det} (tl_n- A)\).

L e Polyndme Car actéristique

L e polyndme caractéristique est un outil fondamental pour déterminer les
valeurs propres. Pour une matrice 2x2 \( A =\begin{ pmatrix} a& b\ c & d
\end{ pmatrix} \), le polynéme caractéristique est \( t*2 - (a+d)t + (ad-bc) \).
Plus généralement, pour une matrice \( n\timesn\), le polynéme est \(
p_A(t) =t*n- (\suma {ii})t"{n-1} +\cdots\), ouletermeen\( n-1\)
représente latrace de lamatrice \( A \). Il est important de noter que latrace

reste invariante lors d'un changement de base.

Défis et Solutions pour Trouver une Base Propre

Un probléme potentiel dans la recherche d'une base propre survient lorsque
le polyndme caractéristique n'a pas de racines réelles, comme c'est le cas

pour lamatrice de rotation \( A =\begin{ pmatrix} \cos \theta & -\sin \theta \\
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\sin \theta & \cos \theta \end{ pmatrix} \) pour certains angles\( \theta\),
entrainant |'absence de vecteurs propresréels. Travailler sur le champ des
nombres complexes (\(\mathbb{ C}\)), qui est algébriquement clos, résout ce
probléme car chague polyndme de degré\( n\) a\( n\) racines, bien que
certaines puissent se répéter. Cependant, méme sur \(\mathbb{ C}\), tous les

opérateurs ne sont pas diagonalizables.

Exemple et Implications de la Non-Diagonalisation

Pour lamatrice \( A =\begin{ pmatrix} 0 & 1\\ 0 & 0\end{ pmatrix} \), le
polynéme caractéristique \( p_A(t) = t"2\) indigue une unique racine, zéro.
Si\( A\) était semblable a une matrice diagonale, celaimpliguerait gu'elle
est semblable alamatrice nulle, ce qui n'est paslecas. Ainsi, \( A \) n'est pas
diagonalizable en raison d'un nombre insuffisant de vecteurs propres

linéairement indépendants pour former une base.

Proposition : Indépendance Linéaire des Vecteurs Propres

L e chapitre établit que lorsque les valeurs propres sont distinctes, les
Vecteurs propres correspondants sont linéairement indépendants. Cela est

prouveé par récurrence, garantissant que I'espace vectoriel reste engendré par

les vecteurs propres lorsque les valeurs propres sont distinctes.
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Diagonalisation et Sa Prévalence

Une matrice dont le polynGme caractéristique a des racines distinctes
disposera d'une base propre complete, ce qui larend diagonalizable. Bien
gue les valeurs propres répétées puissent entraver ce processus, de tels cas
sont rares dans |'espace mathématique. Les matrices non diagonalizables
forment une mesure negligeable dans |'espace métrique de toutes les

matrices \( n \timesn\).

Conclusion

Lalegon sur la Décomposition de Jordan éclaire comment les matrices, en
particulier sur les nombres complexes, peuvent étre transformees en formes
plus simples grace au concept de vecteurs et de valeurs propres. Malgré les
défis, il est fréquent que les matrices soient diagonalizables, permettant ainsi
une manipulation et une compréhension plus faciles des transformations

linéaires.

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey Y‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

Chapitre 26 Résumé: Thetrandation of " Jordan Form"
In a context meant for book readers could be expressed as
"formede Jordan." However, without specific context
regarding mathematics or another field where" Jordan
Form" might beused, it can remain asissinceit'sa
proper term. If you have a specific context in mind, please
provideit for a more nuanced translation!

La conférence 10 explore le concept de la Décomposition de Jordan, une
technique essentielle en algebre linéaire qui aborde la représentation des
opérateurs linéaires, en particulier lorsgu'ils ne peuvent pas étre
diagonalisation. Lalegon commence par rappeler les propriétés
fondamental es des vecteurs propres. Pour une matrice donnée \(A\), tout
vecteur dans le sous-espace \(V_{\lambda i}\), le noyau de \((\lambda i | -
A)\), est un vecteur propre associé alavaleur propre \(\lambda i\). Ici, les
\(\lambda i\) sont des valeurs propres distinctes, et \(V_{\lambda i}\) doit
contenir au moins un vecteur, ce qui suggere que sadimension est d'au

moins un.

Dans les cas ou |es matrices ne sont pas diagonalizables, |a conférence se
demande quelle forme simplifiée alternative pourraient prendre ces matrices.
Celaintroduit le concept des blocs de Jordan, qui se présentent sous forme
de matrices avec des valeurs propres répétées et ont une structure spécifigque

. les entrées diagonal es sont toutes \(\lambdal), avec des uns juste au-dessus
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de chague élément diagonal.

Laforme de Jordan est illustrée par des matrices comme \(J_a(\lambda)\),
caractérisées par leur polynéme caractéristique \((t - \lambda)™a\). En
particulier, si \(a> 1\), ces matrices ne sont pas diagonalizables. Dans un
exemple avec lamatrice \(J_4(0)\), une séquence de vecteurs de base est
Illustrée pour montrer un mappage qui ne permet pas une structure diagonale

simple, expliquant ainsi I’ essence des blocs de Jordan.

Le point culminant de la conférence est le Théoréme de Décomposition de
Jordan, qui stipule gu'un opérateur linéaire \(T: V \to V\) peut étre
transformeé en une matrice bloc-diagonale avec des blocs de Jordan le long
de ladiagonale. Bien gque tous les opérateurs ne soient pas diagonalizables,
le théoréme garantit qu'une telle structure en blocs est possible, et ces blocs
de Jordan sont uniques arearrangement pres. Cette décomposition est un
outil puissant pour comprendre la structure des opérateurs lin€aires plus en

profondeur que ce que la diagonalisation seule peut fournir.

L es questions des étudiants concernant larelation entre les exposants dans le
polyndme caractéristique et ceux dans la décomposition de Jordan sont
clarifiées : les exposants dans | e polyndme caractéristique se rapportent aux
multiplicités des valeurs propres, mais différent de la structure détaillée

révél ée dans laforme de Jordan.
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L a conférence se conclut par la promesse d'explorer davantage les
implications et les informations extraites de la Décomposition de Jordan lors
d'une prochaine session, soulignant son utilité pour comprendre des matrices

complexes au-dela de la simple diagonalisation.
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Chapitre 27 Résumé: La decomposition de Jordan, suite.

Chapitre 11 : Preuve du Théoréme de Décomposition de Jor dan
11 L a Décomposition de Jordan

Dans ce chapitre, nous explorons le Théoreme de Décomposition de Jordan,
un concept essentiel en algebre linéaire concernant les transformations sur
les espaces vectoriels. || a été brievement introduit lors du cours précedent,

maisici nous en présentons la preuve et nous |'approfondissons.

11.1 Revue

L e théoreme affirme que pour toute transformation linéaire \(T : V
\rightarrow V\), ot \(V\) est un espace vectoriel, il existe une base—appelée
\(v_1, \cdots, v_n\)—tel que lareprésentation matricielle de \(T\) dans cette
base prend une forme spécifique. Cette forme est une matrice bloc composee
de blocs de Jordan \(J {a i} (\lambda i)\), ou \(\lambda i\) représente les
valeurs propres, et chague \(a i\) correspond alataille du bloc de Jordan.
Dansle casou \(a i = 1\) pour tout \(i\), cela devient une matrice diagonale,

signifiant que latransformation est particulierement simplifiée.
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11.2 La Décomposition de Jordan, Suite

La complexite de la décomposition de Jordan provient du polynéme
caractéristique d'une matrice \(A\), donné par \(p_A(t) = (t -

\lambda 1)*{a 1} \cdots (t - \lambda r)* a r}\). Ce polynéme évoque les
valeurs propres (\(\lambda i\)), mais ne détermine pas de maniére unigue la
structure de leurs blocs de Jordan correspondants. Lorsque les valeurs
propres sont distinctes, laforme de Jordan est unique et facile a déterminer.
Cependant, s les valeurs propres sont répétées, plusieurs structures de
Jordan peuvent correspondre au polynéme, nécessitant des étapes

supplémentaires pour établir laforme exacte.

Pour illustrer, considérons une matrice \(A\) lorsque \(n = 4\) et son
polyndéme \(p_A(t) = t*4\). Cette configuration peut mener a des formes de
Jordan variées, notamment des agencements comme \(4\), \(3 + 1\), \(2 + 2\),
\(2+1+1)),ou\(1+1+1+1\). Chague configuration représente des
facons différentes d'organiser les blocs de Jordan selon leurs tailles, toutes

satisfaisant au degré du polyndme\(n - 1\).
L es aspects clés de laforme de Jordan sont sa relation avec les vecteurs

propres et les noyaux. Un vecteur propre unique accompagne chaque bloc de

Jordan, et ladimension de\(\ker(\lambda | - A)\) refléte le nombre de blocs
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correspondant a\(\lambdal). La forme finale, en dehors de |'ordre des

vecteurs de base, est unique.

Il convient de noter gu'il existe une divergence parmi les chercheurs quant a
la position des"1" au sein du bloc de Jordan. Certaines sources, comme
Artin, placent les 1 en dessous de la diagonale, tandis que
traditionnellement, ils apparai ssent au-dessus. Cette différence est notatoire
et sans conséquence sur le coaur du théoréme ou sur la preuve des propriétés

de la décomposition.

En résumant et en ordonnant la logique, des valeurs propres a laréflexion
polynomiale, puis ala construction finale de la matrice, ce chapitre prouve
de maniére exhaustive le Théoréme de Décomposition de Jordan €t le

positionne dans le contexte plus large de I'algebre linéaire.
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Pensee Critique

Point Clé: Décomposition de Jordan et Croissance Personnelle
|nterprétation Critique: Imaginez votre vie comme un réseau complexe
d'expériences, d'émotions et d'aspirations, semblable ala matrice
complexe décrite dans | e théoréme de décomposition de Jordan. Ce
théoréme rével e qu'une matrice apparemment compliquée, ou essence
d'une transformation, peut étre decomposée en blocs plus simples et
compréhensibles. Appliquez cela avotre vie et examinez les éléments
distincts qui vous fagonnent : vos valeurs fondamentales, vos forces et
vos défis. Chaque aspect représente différents 'blocs' qui forment un
ensemble cohérent. Tout comme les blocs de Jordan aident a délimiter
et asimplifier des transformations compliqueées, identifier et
comprendre vos 'blocs uniques peut vous donner les moyens de
naviguer plus efficacement atravers les défis personnels. Emuler le
principe de décomposition du théoreme pourrait vous inspirer a
disséquer des problémes décourageants en parties gérables, vous
permettant ainsi de les aborder avec clarté et précision, al'instar de la
simplification d'une matrice en saforme élégante. Ce chapitre vous
invite avoir latransformation comme une opportunité de
compréhension et de croissance, illustrant comment méme les
structures de vie les plus complexes peuvent étre décomposées en

leurs composants les plus élémentaires et gérables.
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Chapitre 28: Preuve du théoreme de déecomposition de
Jordan

Sure! Here’'s anatural and easy-to-understand French translation of the
provided text:

Lecture 11 : Preuve du Théoréme de Décomposition de Jordan

Cette lecture se penche sur la preuve du Théoreme de Décomposition de
Jordan, un résultat important en algébre linéaire qui permet d'exprimer toute
matrice carrée sous une forme canonique appel ée forme de Jordan.
Comprendre ce théoreme et sa preuve nécessite de se familiariser avec
certains concepts clés et définitions, qui seront introduits et expliqués dans le

cadre du résumé de lalecture.

Exemple 11.3

Cet exempleillustre le concept de blocs de Jordan et |e fonctionnement des
transformations linéaires sur les vecteurs de base. En considérant la matrice
de bloc de Jordan \( J 4(0)\) :
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\[

\begin{ pmatrix}
0&1& 0& 0\
0&0&1& 0\
0&0&0& 1\
0&80&0&0
\end{ pmatrix}

\

L es vecteurs de base se transferent les uns aux autres, formant une chaine de
longueur 4 : \(\vec{e} 4 \rightarrow \vec{e} 3 \rightarrow \vec{e} 2
\rightarrow \vec{ e} 1 \rightarrow \vec{0} \). L 'application répétée de \(

J 4(0) \) conduit finalement tous les vecteurs a se mapper sur z&o, ains \(

J 404 =0\).

De méme, pour \( J {2,2}(0)\), il existe deux chaines de longueur 2. Cela
soutient I'idée que des applications répétées de ces matrices menent a

transformer les vecteurs en zé&ro.

Remarque 11.4

L 'importance du théoreme de décomposition de Jordan réside dans sa
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capacité a exprimer toute matrice carrée sous forme de Jordan. Bien que la
plupart des matrices soient presque diagonalizables, |aforme de Jordan
devient cruciae lorsque le polyndme caractéristique a des racines répétées.
L"utilité de la décomposition de Jordan est particulierement évidente lorsgu'il
sagit de vecteurs propres genéralises, qui fonctionnent sous la condition \(

(\lambdal - T)*n\vec{e} i=0)\) pour des\( n\) suffisamment grands.

Preuve du Théoréeme de Décomposition de Jordan

La preuve est intrinsequement complexe, utilisant I'induction pour
décomposer le théoreme en parties gérables. VVoici un apercu de |'approche

utilisée:
- Définitions:

- *Sous-espace T-invariant* : Un sous-espace \( W \subset V \) est
T-invariant sl \( T(w) \in W\) pour tout \( w\in W \). Par exemple, les
polyndmes de degre au plus 2 sont invariants sous la différentiation dans
I'espace polynomial de degré au plus 3.

- *Somme directe* : \(V = W \oplus W'\) si chaque vecteur \( \vec{v} \)
de\( V \) se décompose de maniére unique en vecteursde \( W \) et \( W"\).

- Une transformation linéaire est * nilpotente* si une certaine puissance \( m

\) existetelleque\( T"m=0\).

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey Y‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

La preuve progresse atravers ces étapes clés:

- Etape 0 : ldentifier que dans les espaces vectoriels complexes, une
valeur propre existe toujours, simplifiant \( T \) a\( T - \lambdal \) avec \( O
\) comme valeur propre. Le théoreme, vrai pour \( T - \lambdal \), peut

sétendrea\( T)\).

- Etape 1 : Etablir une séparation T-invariante \( V = W \oplus U \), ot \(
T: W\to W) est nilpotente et \( T: U \to U \) est inversible. Cette étape
utilise des concepts tels que le théoréme du rang et de la nullité pour

démontrer la séparation.

- Etape 2 : Démontrer une décomposition de Jordan pour le\( T \)
nilpotent. Une induction sur la dimension fournit une base pour \( V' \) ou \(

T\) agit en chaines, semblable al'exemple 11.3.

Dans cette preuve inductive, les sous-ensembles de \( V \) sont
systématiquement séparés et analyseés, tirant parti des propriétés des

opérateurs nilpotents et inversibles.
L alecture souligne I'importance de la compréhension conceptuelle dans les

preuves, utilisant des exemplesillustratifs comme les chaines de

transformations pour rendre les concepts theoriques tangibles. En sappuyant
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sur lathéorie des ensembles et |es bases de I'algebre linéaire, la discussion
encapsule laforce du Théoreme de Décomposition de Jordan dans
I'organisation de la structure des opérateurs linéaires a travers les espaces

vectoriels.,
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Chapitre 29 Résumé: Produits scalaires et matrices
orthogonales

**Cours 12 : Matrices Orthonormal es**

Dans ce cours, nous explorons la symétrie des formes en intégrant la théorie
des groupes avec |'algebre linéaire, en mettant |'accent sur les matrices
orthonormales dans les nombres rédls, \(\mathbb{ R}\). Une matrice
orthonormale est un concept fondamental en mathématiques,
particulierement dans les domaines de la géométrie et des espaces vectoriels,

car elle préserve alafoisles angles et les longueurs.

**12.1 Produits Scalaires et Matrices Orthogonal es* *

Pour comprendre les matrices orthonormales, revenons d'abord sur le produit
scalar, une opération mathématique qui relie de maniere significative
|'algebre ala géométrie. Pour des vecteurs \(x, y \in \mathbb{ R}"n\), le
produit scalaire est défini comme :

\[ x\cdoty =\sum {i=1}"*nx iy i.\]

L e produit scalaire non seulement somme |les produits de leurs composantes,

mais offre également des perspectives géométriques, telles que le cosinus de
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I'angle (\(\thetal)) entre eux :
\[ x \cdot y = |X||y| \cos \theta. \]

Si le produit scalaire \(x \cdot y = 0\), celaindique que les vecteurs \(x\) et
\(y\) sont perpendiculaires dans \(\mathbb{ R}n\).

Nous considérons ensuite les bases des espaces vectoriels, en mettant
|'accent sur les bases orthonormales, ol les produits scalaires entre différents

vecteurs sont nuls, et chague vecteur a une longueur unitaire.

**Définition 12.2** : Une base \(\{v_1, \dots, v_n\}\) est orthonormale si
\(jv_i| = 1\) et \(v_i \cdot v_j = 0\) pour \(i \neq j\). Mathématiquement, cela

sexprime al'aide du delta de Kronecker :

\[ v_i\cdot v_j =\delta {ij}, \]

ou\(\delta {ij} =0\) si \(i \neq j\) et \(\delta {ij} =1\) si \(i =}\).

L es matrices orthogonales entrent en jeu en tant que celles qui préservent ces
produits scalaires. Cette préservation offre une notion de distance ou de

norme au sein de |'espace vectoriel, de sorte que les propriétés geométriques

restent inchangées lors de certaines transformations.
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**Définition 12.3** : Une matrice \(A \in GL_n(\mathbb{ R} )\) (le groupe
des matrices \(n \times n\) inversibles) est considérée comme orthogonale si
pour tous les vecteurs \(V\) et \(W\), latransformation \(Av \cdot Aw = v \cdot

w\) est respectée.

Le**Théoreme 12.4** énonce les équivalences pour identifier les matrices

orthogonales :

1. Une matrice \(A\) est orthogonale.

2. Pour tout vecteur \(v\) dans \(\mathbb{ R} n\), la transformation \(A\)
préserve les longueurs, c'est-a-dire que \(JAv| = [v|\).

3. Lamatrice satisfait \(A*"T A =1_n\), ou \(I_n\) est |lamatrice identique et
\(A"T\) est latransposée de \(A)).

4. Les colonnes de \(A\) forment une base orthonormale.

La démonstration montre |'équivalence de ces conditions, demontrant que les
lignes et les colonnes d'une matrice orthogonal e forment chacune des bases
orthonormales, en raison des propriétés de la transposee. Cette
caractéristique des matrices orthogonal es a préserver les distances les rend

i nestimables dans diverses applications, telles que I'infographie et |a
physique, ou le maintien de I'intégrité géométrique lors des transformations

est crucial.
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Chapitre 30 Résumé: Matrices orthogonales en deux
dimensions

Lecture12: Matrices Orthonormales

Cette lecture explore les propriétés et les implications des matrices
orthonormales, en se concentrant particulierement sur leur lien avec les

transformations orthogonales en algébre lineaire.

Fondements Conceptuels des M atrices Orthonormales::

L es matrices orthonormal es sont essentielles pour préserver les produits
scalaires et les longueurs des vecteurs lors des transformations. Quatre

conditions équivalentes sont fondamental es pour comprendre ces matrices :

1. Lapreservation des produits scalaires signifie que les vecteurs
transformés, Av et Aw, conservent leurs valeurs de produit scalaire
originales, c'est-a-direque Av - Aw =V - w.

2. La préservation des longueurs de vecteurs impligue que lalongueur de Av
est égale alalongueur originale dev.

3. Pour toutes les matrices orthonormales A, e produit de la transposée par

elle-méme, noté AT A, donne une matrice identité, In.
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4. Lacomposition éément par élément de AT A illustre I'orthogonalité des
colonnes de A, chaque colonne étant un vecteur unitaire orthogonal aux

autres.

Matricielles Orthogonales et Sous-groupes :

L es matrices orthogonal es, caractérisées par ces propriétés, préservent les
longueurs des vecteurs et parfois les angles. Ces matrices forment
collectivement un sous-groupe au sein du groupe linéaire général, GLn. Plus
spécifiguement, les matrices orthogonal es forment e sous-groupe On. Un
résultat crucial est que le produit de deux matrices orthogonales reste

orthogonal, signifiant la stabilité de ce sous-groupe sous la multiplication.

L e Groupe Orthogonal Spécial :

En approfondissant le sujet des matrices orthogonales, leurs déterminants
(soit 1 soit -1) permettent de distinguer les différents sous-groupes. Les
matrices ayant un déterminant de 1 sont classées dans le groupe orthogonal
spécial, SOn, un sous-groupe du groupe orthogona On. Ce sous-groupe
inclut des transformations préservant I'orientation, telles que les rotations,
tandis que les matrices avec un déterminant de -1 représentent celles qui

refletent ou inversent.
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Matricielles Orthogonales en Deux Dimensions:

En deux dimensions, les matrices orthogonales jouent des rbles
géométrigues spécifiques. Une matrice dans O2 impligue généralement une
base orthonormal e représentée par {v1, v2}. Pour un vecteur unitairevl, vl

= [cos sin (]T, v2, perpendiculaire a vl1l, pourrait

[sin ., " cos ]JT. Ces matrices s'expriment comme Sui
\[ O_2 =\begin{ bmatrix} \cos\theta & -\sin \theta\\ \sin \theta & \cos \theta
\end{ bmatrix} \] ou\[ \begin{bmatrix} \cos\theta & \sin \theta\\ \sin \theta

& -\cos \theta \end{ bmatrix} \]

Géométriquement, la premiere représente une rotatio
sous-groupe SO2, tandis que la seconde représente une réflexion avec un

polynéme caractéristique pA(t) = t2 - 1, indiquant des valeurs propres

distinctes £1.

Conclusion :

Cette lecture établit |es matrices orthonormales comme des constructions

cruciales dans les transformations linéaires, mettant en lumiére leur role dans
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la préservation des propriétés géométriques et soutenant de vastes cadres
mathématiques et appliqués. En comprenant I'équivalence des différentes
conditions d'orthonormalité et la formation de sous-groupes distincts, on
obtient des apercus sur les structures algébriques plus larges qui régissent les

espaces vectoriels.
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Pensee Critique

Point Clé: Préservation des longueurs de vecteur

Interprétation Critique: L'idée clé de préserver leslongueurs de
vecteur lors des transformations orthonormales peut profondément
influencer votre approche de la croissance personnelle et de
|'adaptabilité. Tout comme les matrices orthonormales maintiennent la
'longueur' originale des vecteurs, vos valeurs fondamental es,
croyances et votre identité personnelle devraient rester intactes, méme
lorsgue la vie se transforme autour de vous. Accueillez le changement
avec grace, sachant que votre véritable essence est immuable au milieu
des dynamiques en évolution de la vie. Reconnaissez que maintenir
votre intégrité intérieure, tout comme ces matrices, vous permet de
naviguer dans les complexités du monde sans perdre de vue qui vous
étes vraiment. Utilisez ce principe mathématigue comme une
métaphore pour rester ancré et résilient atravers les transformations de
lavie, sachant que votre moi authentique continue de briller

intensément.
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Chapitre 31 Résumé: Matricesorthogonales en trois
dimensions

Danslalecon 12 intitulée "Matrices orthonormales’, I'accent est mis sur les
matrices orthogonal es, particulierement en deux et trois dimensions, et sur
la maniere dont ces matrices se rapportent aux transformations geométriques

telles que les réflexions et les rotations.

Dans un premier temps, lalegon aborde |e théoréme 12.8, qui concerne les
matrices orthogonales 2x2. Ces matrices peuvent représenter soit des
réflexions par rapport a une droite passant par I'origine, soit desrotations. La
démonstration commence par examiner une droite L définie comme |'espace
engendré par un vecteur propre \(\mathbf{v} +\), soulignant que
\(\mathbf{v} +\) est un vecteur propre avec une valeur propre de 1, ce qui
signifie que lamatrice A préserve cette droite. Une propriété clé dérivée de
la démonstration est que les vecteurs propres \(\mathbf{v} +\) et
\(\mathbf{v} -\) sont orthogonaux, permettant |'interprétation que tout
vecteur transformé par A résulte en une réflexion par rapport aL. Lalegon
souligne ensuite un point intéressant sur la composition de deux telles
réflexions sur des droites différentes, ce qui mene a une rotation. Cette
conclusion découle de I'interprétation du produit des déterminants : \((-1)
\times (-1) = 1\). En conséquence, toutes les matrices orthogonal es 2x2

représentent soit une rotation, soit une réflexion.
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En passant atrois dimensions, abordées sous "Matrices orthogonales en trois
dimensions’, les concepts séendent avec SO(3), qui est le groupe des
matrices de rotation 3x3. En trois dimensions, |es rotations sont déterminées
par un axe (défini par un vecteur unitaire \( \mathbf{ u} \)) et un angle \(
\theta \). L es vecteurs orthogonaux a\(\mathbf{ u}\) se trouvent dans un plan
\(\mathbf{ u} "\perp\). Un opérateur de rotation, noté

\(\rho_{ (\mathbf{ u} \theta)}\), opéere en faisant tourner les vecteurs dans
\(\mathbf{ u} M\perp\) de \( \theta\) autour de I'axe \(\mathbf{ u}\). La
définition inclut une notion de redondance : échanger \(\mathbf{ u}\) et
\(-\mathbf{ u}\) ainsi que \(\theta)) et \(-\thetal) conduit au méme effet de

rotation.

L e théoreme 12.10 stipule que |es opérateurs de rotation sont précisément les
matrices de SO(3). La démonstration se divise en deux parties: elle etablit
d'abord que les matrices de rotation appartiennent bien a SO(3). En
construisant une base orthonormale \((\mathbf{ u} , \mathbf{ v},

\mathbf{ w})\) ou \(\mathbf{v}\) et \(\mathbf{w}\) sétendent dans
\(\mathbf{ u} "\perp\), eleillustre que la matrice représentant la rotation
saligne avec laforme dérivée par |a conjugaison d'une matrice de rotation
2x2, prouvant ains son appartenance a SO(3). De plus, toute matrice A dans
SO(3) peut étre montrée comme effectuant une rotation autour d'un certain
axe \(\mathbf{ u}\) en sappuyant sur le fait qu'il existe un vecteur propre
avec une valeur propre de 1, utilisant des propriétés des déterminants et des

polyndmes caractéristiques pour étayer cela. Ce concept de rotation
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contribue a comprendre la conservation de |'orientation et de la distance

caractéristique des rotations.

Dans|'ensemble, lalecon unifie élégamment |es perspectives algébriques et
géométrigues sur les matrices orthogonales, eclairant leur role intrinseque
dans la description des transformations spatial es telles que | es réflexions et

les rotations en deux et trois dimensions.
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Chapitre 32: Theterm " Isometries' can betrandated
into French as" Isométries.” In amoreliterary context, if
you're looking to provide a brief explanation or a more
descriptive expression, you could say " transfor mations
qui préservent lesdistances," which trandlatesto

" transfor mationsthat preserve distances." However, if
you just need the straightforward trandlation,
"|sométries' isperfectly appropriate.

### Lecture 13 : |sométries

#H#H# Résumeé du Chapitre

Dans ce chapitre, nous plongeons dans le concept des isométries, qui
désignent des transformations préservant les distances. Auparavant, nous
avons exploré les matrices orthogonales (\(O_n\))—des matrices qui
conservent le produit scalaire, qui est essentiellement une mesure de
longueur. Un sous-ensemble de ces matrices, celles dont le déterminant est
égal a1, appelées matrices orthogonales speciales (\(SO_n\)), correspondent
a des rotations dans des espaces a deux ou trois dimensions. Les autres
matrices orthogonal es en trois dimensions peuvent &tre obtenues en
multipliant une matrice de rotation par une matrice de réflexion. Ainsi,

toutes les matrices \(3 \times 3\) préservant la longueur peuvent étre classées
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comme des rotations ou des réflexions.
#H#H# Exploration des |sométries

L esisométries sont définies de maniére plus large comme des
transformations qui conservent les distances, sans se limiter aux
transformations linéaires. Cela souléve la question des types d'iso-métries
non linéaires que nous pourrions rencontrer. Si une fonction \(f:

\mathbb{ R} *n \rightarrow \mathbb{ R} *n\) maintient |a distance entre deux

points quel conques, elle est considérée comme une isométrie.

Exemples Clésd'l sométries:

1. Transformation Linéaire par une Matrice Orthogonale: Si \(A\) est
dans\(O_n\), latransformation \(\mathbf{ x} \mapsto A\mathbf{x}\) est une
isométrie. Cela découle des propriétés des matrices orthogonales qui
préservent les distances.

2. Trandlation par un Vecteur: Décaler un vecteur par un vecteur fixe
\(bY), \(\mathbf{ x} \mapsto \mathbf{x} + b\), est également une isométrie,

bien gu'elle ne soit pas linéaire.

|| savere que ces deux types de transformations—transformations
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orthogonales et translations—ainsi que leurs compositions, englobent toutes

les isométries possibles.
#HH Théoreme et Lemmata

L e théoreme crucia (Théoreme 13.4) affirme que chague isométrie peut étre
décrite comme une composition d'une tranglation et d'une transformation
linéaire : \(f(\mathbf{x}) = A\mathbf{x} + \mathbf{b}\). Bien que la
condition de préservation des distances puisse sembler non contraignante au
premier abord, elle impose que latransformation doit effectivement étre un

déplacement combiné a une opération linéaire.

LeLemme 13.5révéle que si une isométrie fixel'origine (C'est-a-dire
\(f(0) = 0\)), elle doit étre une transformation linéaire. Celasignifie gu'elle
préserve alafois|'addition vectorielle et la multiplication scalaire. Une
démonstration est présentée pour montrer comment la préservation des

produits scalaires conduit a ces conclusions::

- Si une fonction préserve les distances et a\(f(0) = 0\), elle doit respecter a
lafois |lasomme et lamultiplication scalaire, renforcant ains salinéarité.

- Pour une isométrie \(f\) donnée, si \(f(0)\) correspond a un vecteur \(b\), il
existe une transformation linéaire \(A\) telle que \(t_{-b} \circf = A\) (ou
\(t_{-b}\) est latrandation inverse), revenant a la conclusion que les

Isométries peuvent étre décomposées en une transformation linéaire suivie
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d'une trandation.
H#tHH# Conclusion

Lesisométries, bien qu'elles puissent sembler variées, présentent une
structure bien définie en raison de leur exigence fondamental e de préserver
les distances. Cette structure garantit que toutes les isométries peuvent étre
de simples combinaisons de trandlations et de transformations orthogonales,
formant ainsi un groupe sous ces opérations. Celarelie élégamment les

propriétés restrictives mais fondamental es de préservation des normes
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Chapitre 33 Résumé: Lesisométries dans|'espace a deux
dimensions

## Lecture 13 : Résumé sur les |sométries

Ce chapitre explore le concept mathématique des isométries, en mettant
spécifiguement |'accent sur leurs propriétés et classifications tant en termes

généraux gque dans le contexte de |'espace bidimensionnel.
#H#H# Comprendre les |sométries

Leterme « isométrie » fait référence a des transformations dans |'espace qui
préservent les distances entre les points. En termes mathématiques, le groupe
desisométries \(\text{ M} _n\) se compose de ces transformations—en
particulier dans I'espace \(\mathbb{ R} *n\)—qui maintiennent ces distances.

Parmi les propriétés importantes, on trouve :

- ** Formation de Groupe** : Lesisométries forment un sous-groupe de
permutations dans \(\mathbb{ R} *n\), car elles mappent chaque vecteur aun
autre de maniere bijective tout en préservant les distances.

- **Matrices Orthogonales** : Ces matrices, notées \(O_n\), constituent
également un sous-groupe au sein de \(\text{ M} _n\). Associées ades

trand ations (décalages simples), elles peuvent influencer de maniére
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significative la géométrie spatiale.
- ** Compositions et Homomorphismes** . Ce chapitre aborde la fagon dont
les matrices orthogonales et |es trand ations peuvent é&re combinées
(composées) et présente le concept d’homomorphismes de groupe, ou le
passage des isométries aux matrices orthogonales \(/
est mis en avant. Les trandlations deviennent un sous-groupe normal en

formant le noyau de cet homomorphisme.
#HH#H | sométries dans |'Espace Bidimensionnel

En passant a deux dimensions (\(n = 2\)), le chapitre examine a quoi
ressemblent lesisométries sur un plan et introduit une classification basée

sur |'orientation :

- **QOrientation** . Une isométrie est decrite comme préservant |'orientation
s \(\text{ det} (A) = 1\), ou larenversant s \(\text{ det} (A) = -1\).

Dans les deux dimensions, chague isométrie peut étre classifiée en I'un des
guatre types suivants :

1. **Trandation** : Un décalage simple de tous les points dans |'espace.

2. **Rotation** : Une rotation autour d'un point spécifique \(p\), pas
nécessairement l'origine.

3. **Réflexion** : Un retournement par rapport aune ligne \(L\).

4. ** Reflexion Glissee** : Une combinaison, ou un objet est réfléchi a
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travers une ligne \(L\) puistraduit le long de cette ligne.
#H#H# Exploration Approfondie a Travers des Preuves

L e chapitre continue en prouvant chague type d'isométrie atravers des cas

spécifiques :

- **Cas |** : |sométries préservant |'orientation décrites par laforme \(f(x) =
A {\theta} x + b\).

- S \(A_{\theta} =1 _2\), celaindique une translation. Sinon, on peut
montrer gu'il sagit d'une rotation via des manipulations astucieuses et des

changements de coordonnées.

- **Cas|1** : Isométries renversant |'orientation exprimees comme
combinaisons de réflexions et de tranglations.

- En utilisant une logique similaire, celles-ci peuvent mener a une réflexion
directe ou a une réflexion glissée selon que le point médian \(m\) se trouve

ou non sur laligne de réflexion \(L\).

En conclusion, le chapitre propose un examen rigoureux du fonctionnement
des isométries, particuliéerement en deux dimensions. || démontre comment

les transformations peuvent fondamentalement altérer la perception spatiale
tout en préservant I'intégrité structurelle sous-jacente, posant ainsi les bases

pour une exploration plus approfondie des symétries géomeétriques dans les
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discussions ultérieures.
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Chapitre 34 Résumé: Exemples de groupes de symétrie

Lecture 14 : GroupesFinset Discretsd'l sométries
14 Groupes de Symétrie

Dans ce cours, nous approfondissons notre exploration des groupes a travers
le prisme de la symétrie, en le reliant aux transformations linéaires et aux
structures geométriques. Cela sappuie sur nos travaux précédents concernant
les groupes et I'algebre linéaire, en examinant comment |es groupes peuvent

décrire des symétries qui préservent des formes structurelles spécifiques.

14.1 Revue

L ors de notre derniéere session, nous avons analyse les matrices
orthogonales, qui sont essentielles pour comprendre les isomeétries—des
transformations qui préservent les distances et |es angles dans |'espace

euclidien.

- *Définition 14.1* : Les matrices orthogonales, notées \(O_n\), sont des

transformations \(T\) sur \(R™n\) telles que \(|Tv| = |v|\) pour tous les
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vecteurs \(v\) dans\(R"n\). Cette propriété garantit que la transformation

préserve la distance.

- *Définition 14.2* : Lesisométries\(M_n\) de \(R*n\) sur elle-méme
maintiennent la distance entre les points, exprimée comme \(|f(u) - f(v)| = u -
v\).

L es matrices orthogonal es sont un sous-ensembl e de ces isométries, se
limitant aux transformations linéaires. Nous avons établi que toute isométrie
\(f\) peut sexprimer sous laforme \(f(x) = Ax + b\), ou \(A\) appartient a
\(O_n\) et \(b\) est un vecteur dans\(R™n\).

En nous concentrant sur I'espace a deux dimensions (\(O_2\)), les

transformations se décomposent en :

- Rotations autour del'origine: Caractérisees par un déterminant de 1,
elles forment le groupe orthogonal spécial \(SO_2\).

- Réflexions par rapport a unedroite passant par I'origine: Cestransfor
mations ont un déterminant de -1.

Lesisométries a deux dimensions (\(M_2\)) incluent :

- Trandations: Déplacement de I'ensemble du plan dans une direction

donnée.
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- Rotations autour d'un point : Rotation du plan autour d'un point
spéecifique autre que l'origine.

- Réflexions par rapport a unedroite: Retourner le plan au-dessus
d'une droite.

- Réflexions glissées : Combinaison d'une réeflexion et d'une tranglation

le long de laligne de réflexion.

14.2 Exemples de Groupes de Symétrie

Dans cette section, nous considérons des groupes de symétrie qui fixent une
forme dans \(R"2)), établissant un lien entre les objets géométriques et les
groupes d'isométries qui les laissent invariants. En examinant des exemples
de formes et leurs groupes de symétrie correspondants, nous obtenons un
apercu de la maniére dont ces transformations interagissent avec des formes

spécifiques:

- Pour un polygone régulier, son groupe de symétrie se compose de rotations
et de réflexions qui mappent |le polygone sur lui-méme.
- Les symétries d'un cercle, qui incluent un ensemble infini de rotations et de

réflexions, sont décrites par le groupe orthogonal \(O_2\).

Cette discussion sur les groupes de symétrie renforce le lien entre I'algebre

abstraite et la symétrie geométrique, illustrant I'interaction riche entre
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structure mathématique et transformations spatiales.

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey Y‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

Chapitre 35 Résumé: Sous-groupesfinisde O2

Dans I'éude des groupes d'isométries finis et discrets, le cours 14 examine la
structure et la classification de ces groupes en établissant des paralleles avec
des théories mathématiques connues. Lalecon débute par une analogie avec
les sous-groupes des entiers, \( \mathbb{ Z} \), qui sont soit triviaux, soit
peuvent sexprimer sous laforme \( k\mathbb{Z} \). La démonstration
permet d'établir I'existence d'un plus petit élément positif \(\alphal) au sein
d'un groupe \( G \neq \{ O\} \ en utilisant les propriétés de ladiscrétion : cela
signifie que dans tout intervalle borné donné, seuls un nombre fini
dédémentsde\( G\) existent, ce qui permet de sélectionner le plus petit

d'entre eux.

Lalegon transitionne ensuite vers |'identification des sous-groupes finis de
\(O_2\), le groupe orthogonal en deux dimensions. Celasefait atravers des

exemples qui introduisent des groupes mathématiques familiers :

1. **Groupes Cycliques :** L'exemple 14.8 explore un sous-groupe fini
formé par desrotations. || présente le groupe cyclique \( C_n =\langle x
\rangle\), ou \( x \) est une rotation de \( \frac{ 2\pi}{n} \). Ce groupe se
compose de \( n\) applications répétées de cette rotation. C'est un
sous-groupe de \(\text{ O} 2\) et illustre un type de symétrie simple.

2. **Groupes Diédraux :** L'exemple 14.9 développe les groupes cycliques
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en introduisant un élément de réflexion. Le groupe diédral \( D_n =\langle
X, Yy \rangle\) comprend alafois des rotations et des réflexions, englobant
les symétries d'un \( n\)-gone régulier. Le groupe diédral d'ordre \(2n\)
inclut des éléments formés en combinant des puissances de\( x \) avec la

réflexion\(y \).

Lalecon souligne que tous les sous-groupes finis de \(\text{ O} 2\
appartiennent a ces deux familles : les groupes cycliques et |es groupes
diédraux. Cette catégorisation devient un théoreme de classification

fondamental.

Pour approfondir, le théoreme 14.10 affirme que si un sous-groupe \( H \leq
\text{ SO} 2\) (Ie groupe orthogonal spécial, englobant les rotations sans
réflexions) est fini, alors\( H \) est isomorphe a\( C_n\) pour un certain \( n
\). Ladéemonstration de ce théoreme procede en démontrant que les rotations
peuvent étre mises en correspondance vial'angle par lequel elles tournent,
montrant que si \( H\) est fini, I'ensemble de ces angles\( S\) doit étre
discret. En conséquence, \( S\) forme un autre sous-groupe cyclique,

confirmant larelation isomorphe avec \( C_n\).

En fin de compte, lalecon éclaire la structure organisationnelle des
sous-groupes d'isométries finis et souligne comment ils sintegrent
parfaitement dans |le cadre des groupes cycliques et diédraux, enrichissant

ains la compréhension des symeétries dans | es espaces geométriques.
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Chapitre 36: Plus de sous-groupes discrets

Dans le cours 14, divers concepts de groupes finis et discrets d'isométries

sont examinés, en se concentrant principalement sur les sous-groupes du

groupe orthogonal O,, qui préserve les distances et |
espace a deux dimensions. Un théoreme clé présente est le Théoreme 14.11,

qui stipule que tout sous-groupe fini de O, est isom«
C™ représente le groupe cyclique d'ordre n, compose
par des multiples d'un angle fixe, tandis que D™ reg

intégrant alafois des rotations et des réflexions.

La démonstration du Théoréme 15.2 prolonge ces idées en deux cas, nous

guidant atravers la structure de tels groupes :

1.Casl: Si G est un sous-ensemble du groupe orthogon
gui consiste uniqguement en rotations avec un déterminant égal a1, alors G

est isomorphe a C™ pour un certain n.

2.Casll: Si G n'est pas un sous-ensemble de SO,, la fc
déterminant det associe des eléments de O, a {£1}.
parce que G n'est pas limite a SO,, et le noyau de ce

sous-groupe normal d'indice 2 dans G. Cette structure introduit des

réflexions, avec r étant une telle réflexion et faisant partie de G, déterminée

par det(r) = -1. Par conséquent, G est isomorphe a D
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des rotations et une réflexion.
L a conférence explore également les sous-groupes discrets. Ceux-ci sont
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Chapitre 37 Résumé: Sous-groupesfinisdeM?2

L ecture 15 : Exploration des sous-groupesfinis et discrets
15.1 Révision

Dans notre discussion précédente, nous avons examing des sous-groupes
spécifigues du groupe des isométries du plan euclidien, note \(M_2\). Ce
groupe, \(M _2\), représente toutes les combinaisons d'isomeétries qui
transforment le plan euclidien \(\mathbb{ R} *2\) tout en préservant les

distances. |l se définit comme suit ;

\[
M_2=\{t\vec{b} \circ A : \vec{b} \in\mathbb{R}"2, A\inO_2\}
\

Ici, \(O_2\) désigne |e groupe des matrices orthogonales, qui comprend des
opérationstelles que les rotations et |les réflexions qui preservent les angles

et les distances.

Question Directrice:
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Quels sont les sous-groupes finisde \(O_2\) ?

Nous avons constaté gue |l es sous-groupes discrets de \(O_2\) coincident
avec les sous-groupes finis, identifiés soit comme \(C_n\) (groupes
cycliques) soit comme \(D_n\) (groupes diédriques). La preuve détaillée de

cette observation est fournie dans les devoirs, et non ici dans le cours.

Un exemple naturel ou de tels sous-groupes apparaissent est dans les
symeétries des figures planes. Exemple 15.1 illustre comment certaines
figures planes présentent des symétries discretes a travers des opérations

comme les trandations, les rotations et les réflexions glissées.

Auparavant, nous avons étudié les sous-groupes finis de matrices
orthogonales \(G \subseteq O_2\) et decouvert un théoreme important qui

limite les structures de ces sous-groupes de maniere significative :
Théoreme 15.2 :

Tout sous-groupe fini \(G \subseteq O _2\) doit satisfaire I'une des conditions
suivantes :

-\(G\cong C_n=\langle\rho {2\pi/n} \rangle\), le groupe cyclique
engendré par une rotation de \(2\pi/n\).

-\(G\cong D_n=\langle\rho {2\pi/n}, r \rangle\), qui est le groupe

cyclique \(C_n\) complété par une réflexion \(r\).
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Dans ce contexte, les é éments sous laforme \(\rho_{2\pi/n}\) désignent des
rotations qui conservent |'orientation, tandis que des é éments comme
\(\rho_{2\pi/n}r\) représentent des réflexions qui inversent I'orientation le

long des lignes passant par I'origine.

15.2 Sous-groupesfinisde\(M_2\)

Avec les sous-groupes finis et discrets de \(O_2\) identifiés, nous nous
concentrons sur les sous-groupes finis\(G \subseteqg M_2\).

Question Directrice:

Quels sont les sous-groupes finisde \(M_2\) ? L'inclusion de plus d'ééments

conduit-elle a des sous-groupes supplémentaires ?

Il est intéressant de noter que méme en éargissant le champ d'étude de
\(O_2\) a\(M_2\), aucun nouveau sous-groupe fini n'émerge. La structure
reste isomorphe aux groupes cycliques ou diédriques existants.

Théoreme 15.3:

Tout sous-groupe fini \(G \subseteqg M_2\) est également isomorphe a
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\(C_n\) ou\(D_n\).

En résumé, |I'exploration des sous-groupes finis et discrets révéle la nature
robuste de ces structures mathématiques, qui adhérent de maniére persistante
ades formations cycliques et diédriques a travers différents groupes. Cette
propriéte souligne la symétrie et la cohérence inhérentes aux transformations

géométriques.
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Chapitre 38 Résumé: Sous-groupesdiscretsde M2

RésumédelalLecture 15: Groupes Discretset Finis, Suite

Dans cette lecture, nous continuons notre exploration des sous-groupes finis
et discrets dans le cadre de la théorie des groupes mathématiques, en nous
concentrant sur |'étude des groupes de symétrie plane. Lathéorie des
groupes est une branche fondamental e des mathématiques qui analyse des
structures algébrigques connues sous le nom de groupes, qui incarnent des
propriétés et des opérations symétriques. En particulier, cette séance
examine les groupes de transformations géométrigues dans un plan

euclidien.

Apercu delaPreuve:

Lapremiere partie de la lecture se concentre sur la démonstration qu'un
groupe fini \( G\) agissant sur le plan euclidien \( \mathbb{ R} 2 \) est
isomorphe al'un des deux groupes possibles de rotations ou de réflexions,
notés\( C_n\) ou\( D_n\). Pour le prouver, |'approche consiste a trouver un
point \( s_0\in\mathbb{ R} *2\) qui reste inchangé par chague éément de \(
G)\). En traduisant e systéme de coordonnées pour que \( s 0\) devienne

I'origine, nous pouvons déduire que \( G\) fixe cette origine et sintégre au
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groupe orthogonal \( O_2\).

La méthode pour trouver \( s 0\) utilise un ensemble\( S\) qui est invariant
par rapport a\( G\). En moyennant tous les points de\( S\), nous en
déduisons\('s _0\) avec lapropriété qu'il reste fixe par tous les é éments de \(
G\).

Sous-groupes Discretsde\( M _2\) :

L alecture déplace |'attention des sous-groupes finis vers les sous-groupes
discrets, en explorant la possibilité de nouveaux sous-groupes lorsgue I'on
remplace les sous-groupes finis par des sous-groupes discrets. Le concept de
discrétion dans un groupe \( G \subseteq M_2\) est établi par |'introduction
d'une distance minimale \( \epsilon > 0\) pour les trandations et d'un angle

minimal pour les rotations, empéchant |es transformations continues.

Sous-groupes Discrets de\( \mathbb{R}"2\) :

Pour fournir une compréhension fondamental e, nous revenons aux
sous-groupes discrets du groupe de trandlation \( (\mathbb{ R} "2, +) \subset
M_2\). Lalecture traite de résultats similaires aux sous-groupes discrets de

\( (\mathbb{ R}, +) \) et dresse une liste des possibilités pour de tels
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SOUS-groupes, y compris zéro, un ensemble de multiples entiers d'un vecteur

Ou un réseau formeé par deux vecteurs linéairement indépendants.

Application a\(M_2\) :

En revenant aux sous-groupes discrets dans\( M_2\), ladiscussion se tourne
vers le concept de projection de ceux-ci sur \( O_2\), avec le groupe des
trangations \( \mathbb{ R} 2 \) formant le noyau sous cette projection. Cela
mene alaclassification de \( G \) en un groupe de points discrets \( G'

\subset O 2\), associé aux symétries de rotation et de réflexion, et un groupe
de trandation discret \( L \subset \mathbb{ R} *2\). Un exempleillustre ce
processus de décomposition a l'aide d'un réseau de rectangles avec rotations

et réflexions, conduisant aune symétrie\( D_2\).

Notes Conclusives et Per spectives :

La lecture mentionne une proposition relative aux propriétés de mapping
mais laisse sa preuve pour |la prochaine discussion. L'exploration des
transformations en géométrie plane vialathéorie des groupes enrichit non
seulement |'analyse des symétries mais crée également des liens entre
I'algebre abstraite et le raisonnement spatial, jetant ains les bases de

concepts avances impliquant des réseaux et des structures cristallines.
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Chapitre 39 Résumé: Sure! Please providethe English
sentencesyou'd like meto trandateinto French, and 'l
help you with that.

L ecture 16 : Groupes Discrets

Dans cette lecon, nous nous plongeons dans |'éude des groupes discrets, un
concept clé en mathématiques qui concerne les sous-groupes d'isométries
agissant discretement sur un espace. Nous nous concentrons sur les groupes
composeés de transformations telles que les rotations et les réflexions,
caractérisees par des translations. Comprendre ces groupes est fondamental
dans des domaines tels que la cristallographie, I'analyse géométrique et la

théorie des groupes.

16.1 Revue

Auparavant, nous avons examiné les sous-groupes discrets\( G \) au sein du
groupe des isométries du plan euclidien, noté \( M_2\). Nous avons introduit
un concept utile : laprojection \(\pi: M_2\to O_2\) qui ‘oublie’ la
composante de trandation d'une isométrie, se concentrant uniquement sur les
parties rotationnelles et réfléchissantes. Cela est crucia car cela nous permet

d'isoler les symétries rotationnelles en projetant un groupe \( G \) dansle
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groupe orthogonal \( O_2\), qui décrit les rotations et les réflexions.

Les noyaux de ces projections, appelés\( L = \text{ ker} (\pi| G)\), se
composent uniguement de trandationsau sein de\( G \). L'imagede\( G \)
sous \(\pi\), etiquetée \( G = \pi(G) \), est désignée comme le groupe des
pointsde \( G\) et est composee d'é éments qui ne capturent que les angles

de rotation ou les orientations des réflexions dans\( G \\).

Pour un groupe discret \( G \), le groupe des points \( G \) est soit cyclique \(
C _n\) soit diedral \( D_n\), fait que nous avons établi dans nos discussions
précédentes. De plus, si \( L \subset \mathbb{ R}"2\) est discret, il y atrois
configurations possibles :

1.\(L =\{0\} \), legroupetrivial,

2.\( L =\mathbb{ Z}\apha\) avec \(\alpha\neq 0\), représentant un groupe
de trandlations paralleleslelong d'une ligne,

3. \( L =\mathbb{ Z}\alpha + \mathbb{ Z}\beta\) ou \(\alpha) et \(\betal)

sont linéairement indépendants, formant un réseau.

16.2 Exemplespour \(L ) et \( G )

Pour mieux comprendre ces concepts, explorons des exemples pratiques de
lafagon dont \( L \) et \( G\) se manifestent dans des figures planes.

|dentifier le sous-groupe de translation \( L \) peut souvent étre realisé en
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observant quelles trandlations préservent la forme distincte d'une figure.

- Exemple 16.1 (Figure A) : Pour une figure ressemblant a un carrelage

rectangulaire, le sous-groupe de trandation \( L \) forme un réseau
rectangulaire, génére par deux vecteurs orthogonaux indiquant des
déplacements vers la droite et vers le haut. Le groupe des points\( G \) est le
groupe diédral \( D_2\), qui comprend alafois une réflexion et une rotation
de 180 degres (\(\pi\) radians).

- Exemple 16.2 (Figure B) : Pour une figure triangulaire comme un
triangle équilatéral, le sous-groupe de trandation est trivial (\(L = \{ O\}\))
car il n'y apas de symétries de trandlation. Le groupe des points\( G \) est \(
C_3\), ne permettant que des rotations de \(2\pi/3\) ou \(4\pi/3\) autour du

centre, sans réflexions.

- Exemple 16.3 (Figure C) . Celaimplique un motif répétable en se
déplacant horizontalement le long d'un seul vecteur, donc \( L =

\mathbb{ Z}\apha\) avec \(\alpha= (1, 0)\). Ici, le groupe des points\( G )

est\( D_1\), ne comportant qu'une réflexion (semblable a une réflexion

glissante) et aucune rotation.
Ces exemples illustrent comment les groupes discrets fonctionnent pour

préserver les symétries des figures planes, établissant ainsi |es bases pour

des explorations plus larges sur la symétrie et |a structure a travers diverses
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disciplines mathématiques.
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Chapitre40: Larestriction cristallographique

### Cours 16 : Groupes Discrets

Ce cours se concentre sur les groupes discrets, en examinant leur structure et
leurs interactions, en particulier en ce qui concerne les groupes
cristallographiques. L es groupes discrets se composent de tranglations et de
rotations qui ne peuvent pas étre arbitrairement petites, souvent associés ala

symétrie de certains diagrammes ou motifs,
#it# Exemple 16.4 (Réseau Triangulaire et Groupe de Points D6)

- Structure de Réseau : Le sous-groupe de translation forme un réseau
triangulaire, généré par deux vecteurs a un angle de
représente un motif répétitif de triangles équilatéraux.
- Groupe de Points: Le groupe de symétrie est D6 (groupe diédral
d'ordre 6), ce qui signifie qu'il inclut des rotations

et desréflexions qui préservent la symétrie du réseau.
### 16.3 Restriction Cristallographique

L es groupes cristall ographiques sont des groupes discrets spécifiques formes

par l'interaction d'un sous-groupe de trandlation \(L\) et d'un groupe de
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points \(G\). Cette section explore comment la structure de \(L\) influence

les possibilités pour \(G\).
Concepts Clés:

- Sous-groupe de Trandation \(L\): En tant que sous-groupe de \(R"2\),
\(L\) est contraint a seulement quelques possibilités en fonction de sa

structure de réseau.

- Groupe de Points\(G)) : En tant que sous-groupe de \(02)), \(G\) ne
peut étre que \(Cn\) ou \(Dn\), avec \(n\) prenant lesvaleurs 1, 2, 3, 4 ou 6.

#H#H Interaction de L et G

Exemple 16.5 : Montre que tout élément de \(G\) doit ramener les
élémentsde \(L\) dans\(L\), préservant ainsi la structure du réseau—a une

condition critique discutée dans des théoremes comme le Théoréme 16.6.

#H#H Théoréme 16.6 (Conservation de L par G)

Ce théoreme affirme que, pour tout éément \(A\) dans\(G\), \(A\) doit
ramener un vecteur de trandlation dans\(L\) vers un autre vecteur de\(L\),

soulignant a quel point \(G\) et \(L\) sont étroitement liés.

##H Theéoreme de Restriction Cristallographique
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- Contraintes: Le théoréme restreint \(G\) a des groupes
cristallographiques spécifiques, en fonction des angles minimaux autorisés
dans le réseau (par exemple, 2A/6).

- Possibilités Finies : Seul un nombre fini (17 groupes de symétrie de
papier peint) de groupes de symétrie respecte ces contraintes, en particulier

pour les réseaux—illustré par des exemples comme |'Exemple 16.8, ou les

propriétés de transformation de \(G\) déterminent les possibilités

structurelles pour \(L\).
###H# Exemples et Questions des Etudiants

Des exemples comme I'Exemple 16.9 explorent les permutations de vecteurs
et les transformations dans des contraintes données, examinant des él éments
tels que les réflexions et |es rotations de maniere plus nuancée au sein des
groupes discrets. Un exemple marquant a été I'exploration des groupes de
symétrie correspondant a des diagrammes comme |e carrelage pentagonal,
liant a laraison pour laquelle certaines formes ne peuvent pas recouvrir un

plan de maniére précise.

Question d’ Etudiant : Si I'étude des groupes discrets impligue toujours
des diagrammes ou peut exister de maniére abstraite. La réponse a précise
gue, bien que les diagrammes les illustrent souvent, ces groupes peuvent

exister indépendamment en termes mathématiques ; néanmoins, ils
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apparai ssent souvent naturellement a partir des symétries planes.
### Conclusion

La série de cours sur les groupes discrets aboutit a une comprehension de la
maniere dont les sous-groupes de translation et les groupes de points
interagissent pour former des structures de symétrie complexes et finies,
telles que les groupes de papier peint bien étudiés. Ces perspectives,
notamment sur |es contraintes des structures de groupes possibles,

approfondissent |a compréhension de la facon dont ces aroupes constituent
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Chapitre 41 Résumé: Exemples motivants

Lecture 17 : Actionsde groupes

Dans ce cours, nous explorons le concept des actions de groupes, qui
peuvent étre vues comme des transformations exercées par des groupes sur
des ensembles particuliers. Ce theme sappuie sur nos discussions
précédentes concernant les sous-groupes discrets d'isométries, qui sont des

transformations préservant les distances.

17.1 Récapitulatif

Auparavant, nous avons examiné les sous-groupes finis disométries dans le
plan, classés comme isomorphesa\( C_n\) ou\( D_n\). Etendre celaa

I'espace tridimensionnel introduit une plus grande complexité, aboutissant a
environ 200 classes distinctes. Ce contexte permet de mieux comprendre les
actions de groupes, qui sont essentiellement des transformations induites par

des groupes sur des ensembles.

17.2 Exemples Motivants
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L es actions de groupes fournissent un cadre plus abstrait et généralisé pour
comprendre les transformations que nous avons implicitement abordées

jusgu'ici. Plongeons dans quel ques exemples ou ce concept est appliqué :
1. GroupelLinéaireGénéral \( GL_n\):

Legroupe\( GL_n(R) \), constitue de matrices \( n \times n\) inversibles,
agit sur I'espace vectoriel \( R*n)\). lci, toute matrice\( g \) dans\( GL_n(R)
\) transforme un vecteur \( v \) dans\( R*n\) par multiplication, représentée
par \( v \mapsto g(v) \). Cette action est succinctement capturée dansle
mappage .

\[

GL_n(R) \times R*n \to R*n, \quad (g, v) \mapsto g(v).

\

2. Groupe Symétrique\(S n\):

Le groupe symétrique \( S_n\), qui englobe toutes les permutations de
I'ensemble \(\{ 1, \Idots, n\}\), agit naturellement sur cet ensemble. Pour une
permutation \(\sigma\) dans\( S _n\) et un dément \(i \) de I'ensemble,
I'action permute \(i \) selon \(\sigma). Cela peut étre représenté par le
mappage .

\[

S n\times\{ 1, \Idots, n\} \to \{ 1, \Idots, n\}, \quad (\sigma, i) \mapsto
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\sigma(i).
\]

3. Isométriesdu Plan\( M_2\) :

Le groupe desisométries\( M_2\), transformations qui préservent les
distances dans |'espace bidimensionnel, agit sur \( R*2\). Pour une isométrie
\( f\) et un vecteur \( \vec{x} \) dansle plan, le résultat de |'isométrie est un
autre vecteur, exprimé par :

\[

M_2(R) \times R*2 \to R"2, \quad (f, \vec{ x}) \mapsto f(\vec{ x}).

\

Ces exemples illustrent comment la notion d'actions de groupes englobe
diverses transformations familieres, généralisant le concept atravers

différentes structures mathématiques.

L'exploration des actions de groupes offre des perspectives sur les
transformations au sein de tout espace métrique, qui est un ensemble muni
d'une mesure de distance. Cela sétend a des scénarios plus exotiques,
comme le plan hyperbolique, qui, bien qu'étant bidimensionnel comme \(
R"2\), supporte une infinité de sous-groupes discrets d'isométries en raison
de sa géométrie non euclidienne uniqgue. Comprendre ces propriétés releve

davantage du domaine de la geométrie que de I'algebre, mettant en lumiére
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la nature multifacette des actions de groupes.
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Chapitre 42 Résumé: Qu'est-ce qu'une action de groupe ?

Lecture 17 : Résumé des Actions de Groupes

Dans cette conférence, nous explorons le concept des actions de groupes,
une idée essentielle en algébre abstraite qui montre comment les groupes
peuvent interagir avec des ensembles. Cette interaction est définie par un
ensemble de régles reliant les é éments du groupe et ceux de I'ensemble,
permettant ainsi de créer un nouvel éément dans celui-ci, illustrant par lala

structure et le comportement du groupe atravers ses actions.

Définition d'une Action de Groupe:

Une action de groupe est une fagon formelle d'exprimer comment les
éléments d'un groupe \( G \) transforment les éléments d'un ensemble \( S\).
Mathématiquement, une action de groupe est une fonction \( G \times S
\rightarrow S\), définie par \( (g, s) \mapsto gs\). Cette fonction doit

satisfaire deux conditions essentielles :
1. Regle de |'éément neutre: L'édément neutre du groupe doit |aisser

chaque éément de I'ensemble inchangg, c'est-a-dire\( es=s\) pour tout \( s
\in S\).
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2. Compatibilité avec I'opération de groupe : L'opération du groupe doit
étre cohérente avec sa multiplication interne, exprimée par \( (gh)s = g(hs) \)
pour tous\( g, h\in G\) et \( s\in S\).

Ces axiomes garantissent que |'opération du groupe maintient la structure
intrinseque du groupe tout en interagissant avec I'ensemble. En général, les
symeétries d'un ensemble peuvent souvent étre décrites par les actions des

groupes.

Exemples d'Actions de Groupes:
1. Exemple avec 44 :

Le groupe symétrique \( S_4\), qui inclut les permutations de quatre
éléments, agit non seulement sur I'ensemble\( S=\{1, 2, 3, 4\} \) mais aussi
sur un autre ensemble \( T \), I'ensemble des paires non ordonnées de \( S\).
lci, \( T'\) est constitué de six éléments comme \((12), (13), (14), (23), (24),
(34)\). L'action de groupe transfere les permutations sur I'ensemble \( S\) en
transformations sur I'ensemble \( T \), illustrant comment un méme groupe

peut révéler différentes propriétés a travers des actions variées.

2. Exempleavec D2 :
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Considérons\( G =D_2\), le groupe diédral comprenant des symétries
géométriques telles que les rotations et les réflexions. En tant que
sous-groupe du groupe orthogonal \( O_2\), il peut agir sur |'espace
euclidien \( \mathbb{ R}”*2\). De plus, il peut agir sur les sommets de formes
comme des carreés et des losanges. Cela démontre comment la structure de

D2 influence diverses transformations géomeétrigues.

Conclusion :

L es actions de groupes offrent des perspectives tant sur la structure de
I'ensembl e que sur celle du groupe. En examinant les différentes actions
possibles d'un groupe, nous apprenons sur les propriétés du groupe et les
transformations possibles de I'ensemble. Cette conférence ouvre lavoie a
une exploration plus approfondie de la maniére dont les actions de groupes
contribuent a notre compréhension des structures al gébriques, sujet qui sera

développé dans les conférences suivantes.
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Chapitre 43 Résumé: La formule de comptage

Lalecon 17 aborde le concept des actions de groupes, qui sont des structures
mathématiques utilisées pour décrire les symétries et les transformations au
sein de divers ensembles ou espaces. Comprendre ces actions permet
d'appréhender comment différentes symétries peuvent étre organisees et
classées, facilitant ainsi une exploration approfondie des propriétés

algébriques et géométriques des structures.

Exemple 17.7 illustre une action de groupe basique ou un groupe \( G \)
agit sur lui-méme. Dans cette action, une instance de \( G ) est considérée
comme un groupe (avec des opérations de groupe), tandis que |'autre sert
d'ensemble sur lequel e groupe agit. Cet exemple fondamental établit les
bases pour comprendre des actions plus complexes ou la distinction entre
groupe et ensembl e peut sestomper, mais demeure essentielle pour définir

correctement les opérations de groupe.

Exemple 17.8 concerne un espace vectoriel \( V' \) sur un corps\( F\) ou

les éléments non nuls de \( F\), sous multiplication, agissent sur \( V' \) en
mettant al'échelle des vecteurs. Celaintroduit le concept d'action de groupe
dans le contexte des espaces vectoriels, illustrant comment les corps peuvent
transformer les espaces vectoriels de maniére structurée et cohérente,

conformément aux axiomes des actions de groupe.
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L es questions des étudiants incitent a expliquer comment les éléments du
groupe \( G \) peuvent appliquer leurs actions sur différents ensembles\( S
\), \( S'\), etc. Celaimplique des mappings (notés\( \tau_g\) pour tout \( g
\in G\) fixe) qui sont bijectifs (un aun et sur), permutant ains efficacement
I'ensemble \( S\). Ces permutations caractérisent |'action de \( G \) comme

un homomorphisme de groupe dans le groupe de symétrie de \( S\).

L a formule de comptage émerge de |’ étude des 'orbites|, les collections
d'édéments dans\( S\) qui peuvent étre transformés les uns en autres par le
groupe. L'examen des orbites (comme les sommets d'un diamant ou un point
d'origine dans une forme géométrique) révele la symétrie intrinseque et

comment ces transformations fractionnent |'espace en partitions non
superposeées. Cela savere utile pour contextualiser comment différentes
orbites contribuent ala structure globale lorsque \( G \) agit de maniere

transitive ou contient des stabilisateurs pour des points fixes dans\( S\).

L es définitions sétendent également aux 'stabilisateurs' (sous-groupes fixant
les démentsde \( S\) sous|'action) et ala'transitivité€' (ou tout élément de \(
S\) peut étre transformé en un autre par \( G \)), aidant aformaliser la

structure des actions de groupe.
L a proposition 17.12 et sa démonstration se concentrent sur la maniére

dont les orbites de \( G \) forment une partition de\( S\). Cela sous-tend une

compréhension critique selon laquelle chague action de groupe peut
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décomposer I'ensemble agissant en orbites distinctes, ce qui est important
pour calculer lataille des orbites et comprendre les théorémes de type
L agrange ou les actions de groupe répartissent les symétries atravers des

partitions de maniére systématique.

L es propositions suivantes, comme celle 17.14, et leurs corollaires integrent
ces définitions dans le cadre des propositions combinatoires et algébriques
ou des bijections existent entre les groupes quotients et les orbites. Les
enseignements qui en résultent revélent des motifs complexes de la maniére
dont les orbites et |es stabilisateurs interagissent au sein des groupes finis,

faisant écho a des théoremes familiers issus des chapitres fondamentaux.

Lethéoreme del'orbite-stabilisateur fournit un lien crucial entre la

taille du groupe et les structures des orbites, confirmant que lataille de
I'ensemble du groupe peut étre prise en compte atravers ses orbites et
sous-groupes de stabilisateurs, partitionnant essentiellement sa symétrie telle
gu'elle se manifeste dans les actions sur ses sous-ensembles ou € éments

mappes au moyen de permutations.

Exemple 17.16 applique ces principes aux symétries de rotation d'un

cube. Ici, les faces, sommets et arétes de I'ensemble \( S\) sont examinés
sous les actions de groupes via des stabilisateurs (comme\( C 4, C 3,C 2\)
pour les rotations de faces, |es transpositions de sommets, les fixations

d’ arétes), chacun offrant une réalisation concrete de propriétés abstraites.
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Ces concepts révelent comment la symétrie rotatoire globale de \( G \)
respecte alafois|'intégrité des transformations individuelles et |a cohérence
desinterrelations, fournissant une manifestation claire des principes

théoriques dans des contextes spatiaux.

Dans I'ensemble, cette lecon relie les cadres théoriques des actions de
groupes complexes a des applications pratiques, menant a une
compréhension plus profonde des insights algebriques et de I'harmonie

gpatiae.
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Chapitre 44: Bien sir ! Jesuisprét avousaider. Veuillez
fournir letexte en anglais que vous souhaitez traduire en
francais, et jeferal de mon mieux pour vous fournir une
traduction naturelle et fluide.

Dans la conférence 18, nous explorons les applications geométriques des
stabilisateurs, en nous concentrant particulierement sur la classification des
sous-groupes finis au sein du groupe orthogonal spécial SO(3). Ce groupe,
SO(3), est axé sur les rotations dans I'espace tridimensionnel qui fixent le
point d'origine. La question centrale que nous nous posons est : quels sont

les sous-groupes finis\( G \) qui peuvent exister au sein de SO(3) ?

La conférence introduit un théoreme fondamental qui identifie ces
sous-groupes. Elle détaille les possibilités :

1.\( G\) peut étre isomorphe au groupe cyclique\( C_n\).

2.\( G\) peut étre isomorphe au groupe dieédral \( D_n\).

3.\( G\) peut étre le groupe des symétries rotatoires d'un polyédre régulier.

L es polyédres réguliers, figures géométriques classiques, jouent un role
significatif. Il n‘existe que cing polyedres réguliers, chacun possédant des
propriétés de symétrie qui peuvent étre catégorisées en trois sous-groupes

distincts en raison de leurs symétries partagées :

- Le dodécagone et |'icosagone partagent un groupe de symétries noté\( | \).
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- Le cube et |I'octagdre partagent des symétries notées\( O\).

- Le tétraedre conserve ses symétries uniques notées\( T \).

Installez I'appli Bookey pour débloquer le
texte complet et 'audio
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Chapitre 45 Résumé: Trouver les sous-groupes

Lecture 18 : Application géométrique des stabilisateurs

Dans cette lecture, nous explorons les applications géométriques du concept
de stabilisateurs dans le cadre de |a théorie des groupes, en nous concentrant

particulierement sur les orbites.

#H# Concepts clés

Rotation et poles:

Un éément non trivial \( g \neg | \) dans un groupe \( G \) représente une
rotation dans |'espace tridimensionnel. Cette rotation fixe deux vecteurs
unitaires uniques, qui sont essentiellement |les vecteurs axiaux positif et
negatif autour desquels larotation seffectue. Ces vecteurs sont appel es poles
de larotation.

Action sur lespdles:

L'ensemble \( P\) consiste en ces pales, et le groupe \( G \) agit sur \( P\). La

lectureillustre cela al'aide d'un lemme établissant que si un point \( p\) est

un pole, satransformation par tout éément de groupe \( g\) aboutit aun
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autre pole. Celadémontre que \( G \) agit de maniere cohérente sur

I'ensemble \( P\) des pbles.
#Ht Exemples
- Exemple 18.3 (Groupe cyclique\( C_n\)):

Dans un groupe cycligue de rotations \( G = C_n\), chague rotation a des
poles identiques, a savoir le vecteur unitaire et son oppose, c'est-a-dire\( P =
\{p, -p\} ).

- Exemple 18.4 (Symétriesd'un octaedre) :

Pour le groupe de symétries\( G = O\) d'un octaedre, \( P\) comprend des

poles correspondant a chaque sommet, aréte ou face de |'octaedre.
### Décomposition en orbites

Etant donné que lataille du groupe est \( N \), I'ensemble des pdles \( P\)
peut étre décompose en orbites\( O_1, O 2, \Idots, O k), ou chague orbite
\(O_i\)a\(n.i\) éémentset est notée\( O {p_i} \) pour unpdle\(p i)
donné. Cela génére une relation pour les stabilisateurs basée sur lesrelations

d'orbite:
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\[ N |\text{ Stab}(p 1) [=r_i=n_i\]

L e groupe stabilisateur savére étre cycligue, englobant des rotations autour

de I'axe de pble donné.

#H## Trouver des sous-groupes

Lalecture introduit un ensemble auxiliaire\( S\), qui associe |les éléments
non identitaires du groupe aleurs poles, défini comme\( S=\{(g, p) \mid g
\neq |, p \text{ est un pble pour } g\} \). L'ordrede\( S\) est calculé de deux
manieres :

1. Comptage par éléémentsde groupe:

Puisque chague éément non identitaire a exactement deux poles, la

formule\( |[S] =2 \times (N - 1) \) émerge.
2. Comptage par orbites:

Chague pdle dans une orbite a une taille de stabilisateur identique,

entrainant une formule complexe :

\[\sum_{i=2}AK} N (ri-1)=2(N-Dr ]
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En divisant par \( N \), noustirons un résultat important concernant le
stabilisateur :

\[ \left(1 - \frac{ 1} {r_1}\right) + \left(1 - \frac{ 1}{r_2}\right) + \cdots +
\left(1 - \frac{ 1} {r_k}\right) = 2 - \frac{ 2} { N} \]

Ces résultats éclairent |a structure des opérations de symétrie et offrent des

apercus sur les actions géométrigques du groupe sur les poles.
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Chapitre 46 Résumé: L e groupe octaédrique

**Cours 18 : Application géométrique des stabilisateurs**

Dans ce cours, nous explorons les applications géométriques des
stabilisateurs de groupes, en particulier dans le contexte des groupes de
symétrie des polyedres. Un groupe stabilisateur est un sous-ensemble d'un
groupe de transformations qui laisse un élément particulier inchangé. La
discussion débute par un accent sur la maniére dont ces groupes sappliquent

aux polyédres réguliers et comment leurs orbites sont cal cul ées.

L e cours introduit la notion que la différence dans certaines quantités,
spécifiguement \( 1 - \frac{ 1}{r_1} \), doit étre comprise entre

\(\frac{ 1}{ 2}\) et 1, en raison des propriétés des pdles. Ici, \(r_1\) est un
parametre lié al'ordre des rotations ou des symétries en jeu. Cela établit le
cadre mathématique nécessaire pour déterminer le nombre d'orbites et

comment les symétries se rapportent a des contraintes numeriques simples.

Pour deux orbites (\( k = 2\)), impliquant des sous-groupes cycliques\( G =
C_n\), laformule se résout en I'équation \( \frac{ 1} {r_1} +\frac{1}{r 2} =
\frac{ 2} {N} \). Lorsque\(r_1=r 2=N)), celaaboutit a\( G\) étant un
sous-groupe fini de\( SO_2\), spécifiquement un sous-groupe cycligue \(
C_N)\).
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L orsque la discussion aborde trois orbites (\( k = 3\)), laformule devient \(
\frac{ 1}{r_1} +\frac{1}{r 2} +\frac{1}{r 3} =\frac{2}{ N} \). Sous
certaines contraintescomme\(r_1 = 2\), et leslimites numériques
garantissant un comportement spécifique des orbites, différentes situations

se présentent, distinguant les polyedres réguliers :

-**Cas1** : (2, 2, r), soutenant une famille infinie de symétries.

-**Cas 2** : (2, 3, 3) correspond au groupe tétragdrique \( T \) (ou \( N =12
\)).

-**Cas 3** : (2, 3, 4) serattache au groupe octaédrique \( O\) (avec \( N =
24\)).

-**Cas4** : (2, 3, 5) sapparente au groupe icosadrique \( 1 \) (ou \( N = 60
\)).

Ces contraintes permettent une catégorisation compl ete de ces groupes de

symeétrie liés aux polyédres.

### Le groupe octaédrique

L e cours se concentre sur le cas (2, 3, 4) pour expliquer que cet ensemble de
paramétres doit représenter le groupe de symétrie d'un cube ou d'un

octaedre. Le groupe soutient des symétries qui se classifient par des rotations

et dispose de six degrés de liberté (orbites). Lataille du sous-groupe
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stabilisateur et celle de |'orbite sont essentielles pour déduire les
arrangements geométriques : le stabilisateur aunetaille de 4, et I'orbite
contient 6 vecteurs dans \( \mathbb{ R} *3\).

En considérant systématiquement les configurations vectorielles possibles,
en particulier celles orientées perpendiculairement, il est montré que
celles-ci se stabilisent pour former |aforme octaédrique. Ainsi, en invoquant
une perspective géométrique, le groupe doit fixer cet ensemble, impliquant \(
G \approx O\) car tant le groupe calculé que le groupe octaédrique ont le

méme ordre (taille 24).

Cette exploration démontre I’ efficacité d’ utiliser des formules de comptage
et des actions de groupe sur des ensembles spécifiques (dans ce cas, des
poles) pour restreindre considérablement les groupes de symétrie possibles
des polyedres reguliers. Le message clé est que le choix adéquat de

|’ ensembl e et la compréhension des contraintes numeriques peuvent predire
avec précision ces groupes de symétrie, mettant en lumiéere le mélange de la

géométrie et de la théorie des groupes.
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Pensee Critique

Point Clé: Application des groupes de stabilisation dans les symétries
géométriques

|nterprétation Critique: Considérez comment le concept de groupes de
stabilisation, notamment dans les symétries geométriques des
polyédres réguliers, peut vous inspirer a percevoir équilibre et stabilité
dans votre vie. Tout comme un groupe de stabilisation élimine le
chaos en maintenant certains é éments symétriques constants, imiter
cela dans nos efforts quotidiens peut apporter un sentiment
remarquable d’harmonie et d'équilibre. En identifiant les éléments ou
principes clés dans votre vie personnelle et professionnelle qui créent
un équilibre, et en vousy tenant fermement au milieu des tourments
des changements autour de vous, vous pouvez stabiliser votre chemin.
Embrassez ces constants, tout comme |es stabilisateurs en geométrie,
et laissez-les ancrer votre parcours vers |'atteinte de vos objectifs avec

clarté et intention.
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Chapitre 47 Résumé: Conjugaison

Dans cette conférence, nous nous plongeons dans le concept des actions de
groupe en nous concentrant spécifigquement sur la conjugaison, qui est un
cas particulier ot le groupe G agit sur lui-méme. Dans un premier temps,
nous explorons le concept général des actions de groupe, en soulignant
comment les orbites et | es stabilisateurs aident a comprendre les symétries
au sein des groupes. L'action de groupe ssimple sur G définie par \( (g, X)
\mapsto gx \) est présentée commetriviale et peu éclairante car elle ne

produit qu'une seule orbite et des stabilisateurs triviaux.

Pour apporter plus de profondeur, nous introduisons le concept de
conjugaison comme une action de groupe significative sur G. Dans cette
action, chague élément \( x \) de G est transformé selon \( (g, X) \mapsto
oxg™{-1} \), ce qui revient a'conjuguer' x par g. Cette action respecte les
axiomes d'une action de groupe, fournissant un apercu de la structure du

groupe atravers I'éude des orbites et des stabilisateurs.

Deux constructions importantes sont définies dans ce contexte. L'orbite d'un
élément sous conjugai son, connue sous le nom de classe de conjugaison \(
C(x) \), est constituée des éléments \( gxg™{-1} \) pour tout g dans G.
Parallélement, |e stabilisateur, appel é centralisateur \( Z(x) \), comprend les
ééments g dans G qui satisfont a\( gxg™{ -1} = x\), ou, en d'autres termes,

les ééments qui commutent avec X.
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A partir d'une éguation fondamental e connue des études précédentes, si x est
un éément de G, alors|'ordre du groupe \( |G| \) peut étre exprimé comme le
produit de lataille de sa classe de conjugaison \( |C(x)|\) et de lataille de
son centralisateur \( [Z(x)| V). Un autre résultat critique est I'éguation de
classe qui montre que \( |G| \) est la somme des tailles de ses classes de

conjugaison, indiquant une partition de G.

Une question d'un étudiant révele une idée recue courante, notant que bien
gue les classes de conjugaison partitionnent le groupe de fagon similaire aux
classes a gauche, elles n'ont pas généralement lamémetaille. Cela distingue

la structure des classes de conjugaison de celle des classes a gauche.

Enfin, un autre concept pertinent est le centre de G, noté Z, I'ensemble des
éléments dans G qui commutent avec chague autre é ément. Dans un groupe
abélien, ou chague élément commute avec tous les autres, le centre coincide
avec |'ensemble du groupe, simplifiant |'équation de classe a une simple
somme de uns, ce qui refléte la nature du groupe abélien. Cette
compréhension de la conjugaison et des concepts connexes prépare le terrain

pour explorer des exemples concrets dans les conférences suivantes.
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Pensee Critique

Point Clé: Comprendre la conjugaison permet d'appréhender |a
symétrie

Interprétation Critigue: En saisissant le concept de conjugaison dans
les actions de groupe, vous débloquez une appréciation plus profonde
de la symétrie inhérente présente dans les systemes complexes. Tout
comme la conjugai son vous permet de révéler des relations cachées au
sein d'un groupe, embrasser cette idée peut vous inspirer a reconnaitre
et apprécier les connexions et motifs invisibles dans votre vie.
Reconnaitre ces symétries peut mener a une meilleure compréhension
de votre environnement et de I'équilibre délicat des forces qui
faconnent votre monde. Cette prise de conscience peut vous motiver a
aborder les défis avec une perspective nouvelle, visant a découvrir des

solutions harmonieuses qui salignent avec I'ordre naturel des choses.
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Chapitre48: Theterm " p-groups' in a mathematical
context could betrandated into French as" groupes p".
Thisisastraightforward translation that would be
commonly under stood among those familiar with group
theory in mathematics. If you need a mor e detailed
explanation or contextual usage, please let me know!

Lecture19: Actionsde groupessur desgroupeset groupes\(p\)

Dans cette lecon, nous explorons les concepts d’ actions de groupes, en nous
concentrant particuliérement sur leur rapport avec la théorie des groupes,

notamment la conjugaison et les groupes\( p ).

Actionsdegroupessur \( G\)

En examinant un groupe \( G ), un concept essentiel est le centralisateur \(
Z(x) \) d'undément \( x\), qui inclut tous les ééments qui commutent avec
\( x\). Le centre du groupe \( Z \) est un sous-ensemble de tout
centralisateur, car il se compose des é éments qui commutent avec tous les

démentsde\( G \).

L a conjugaison, une opération cruciale en théorie des groupes, préserve
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|’ ordre des éléments ; pour tout \( x \in G\), I’ordre de \( x \) est le méme
gue celui de son conjugué par tout \( g\in G\) : ord(\( x \)) = ord(\( gxg"{ -1}
\)). La conjugaison agit comme un automorphisme, ce qui signifiequ’elle
maintient |a structure du groupe, y compris |’ ordre et la commutativité entre

les d éments.

Pour illustrer, considérons le groupe diédral \( D_5\), d'ordre 10. A travers
son équation de classe, nous comprenons sa structure : les réflexions sont
conjuguees entre elles, et le centre du groupe ne contient que Il'identité
(puisgu’ aucun des éléments non identitaires ne commute avec tous les
autres). Celasignifie quele centre\( Z(D_5) \) est \(\{ €\}\).

Groupes\(p\)

Un groupe\( p\) est un groupe dont I'ordre est une puissance d'un premier \(
p\), noté\( p*e\). Un exemple ssimple inclut les groupes cycliques \(

C {p"e} \). L'équation de classe fournit des informations précieuses sur ces
groupes. Il est important de noter que chague groupe \( p\) a un centre non
trivial. La preuve repose sur |'équation de classe qui stipule que si vous

modulez par \( p\), lataille du centre doit étre divisible par \( p \).

Exempled'un groupe\(p\) :
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Considérons des matrices formant un groupe avec les é éments suivants :
\[
\begin{ pmatrix}
1& \ast & \ast\\
0& 1& \ast\\
0&0&1
\end{ pmatrix}
\
Ces matrices forment un groupe d'ordre \( p*3\). Selon le théoréme, I'ordre

du centre doit étre d’ au moins\( p\).

| mplications pour les petitsgroupes\(p\) :

Pour les groupes d'ordre \( p*2\), telsque \( G\) avec \(|G| = p*2)), ils
doivent étre abéliens en raison de la simplicité (moins d' € éments pour
former des structures variées). Un tel groupe pourrait étre isomorphe au
groupe cycligue\( C_{p"2} \) ou au produit de deux groupes cycliques \(
C p\timesC p)).

L a structure de ces groupes découl e de la théorie des espaces vectoriels, avec

des groupes abéliens d' ordre \( p*2\) agissant de maniere similaire aun

espace vectoriel de dimension 2 sur le corpsfini \( F_p\).
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Bien que notre principal objectif ait é&té de comprendre ces concepts de
maniere structurelle et numérique, cette legon offre une boite a outils pour

analyser des groupes plus complexes en les décomposant en ces composants
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Chapitre 49 Résumé: Groupessimples

Dans cette conférence, nous explorons le groupe octaédrique (noté \( 1 1)),
une structure mathématique d'un intérét particulier en théorie des groupes.
Plus spécifiguement, nous nous penchons sur ses symétries, son équation de

classe et son statut de groupe simple.
Symétriesdu Groupe Octaédrique::

1. Rotations des Faces : L'octaédre posséde 20 faces triangulaires. A
I'exception de larotation d'identité, chaque face permet deux rotations
distinctes (de \( 2\pi/3\) et \( 4\pi/3\)), ce qui donne un potentiel de 40
rotations de faces. Cependant, chaque rotation est répétée, car chaque
rotation par une face correspond a une rotation par saface opposée. Aing, le
nombre total de rotations de faces uniques séleve a 20.
2. Rotations des Ar étes : Sur ses 30 arétes, I'octagdre présente une
symétrie de rotation par \( \pi \) pour chaque aréte. La encore, avec le
double comptage desrotations, il y aau total 15 rotations distinctes.
3. Rotations des Sommets : A ses 12 sommets, chacun peut subir quatre
rotations non triviales (de \( 2\pi/5\), \( A\pi/5\), \( 6\pi/5\) et \( 8\pi/5\)).
Etant donné e double comptage, on trouve 24 rotations uniques des

SOmMMmets.

En additionnant ces symétries, y compris larotation d'identité, nous arrivons
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aun total de 60, correspondant al'ordre du groupe\( 1 \).
Classes de Conjugaison :

L e groupe octagdrique peut également étre decompose en classes de
conjugaison :

- ldentité : Setient seule.

- Rotations de Faces : Lesrotations de \( 2\pi/3\) sont échangeées et
forment donc une classe de conjugaison.
- Rotations des Sommets: Cellesde \( 2\pi/5\) et \( 8\pi/5\) (du fait de
leur équivalence) sont conjuguées ; de maniere similaire, celles de \( 4\pi/5
\) et \( 6\pi/5\) le sont auss.
- Rotations des Arétes : Toutes les rotations autour des arétes sont
COonjuguees.
Aing, I'équation de classe devient \( 60 =1+ 20 + 12 + 12 + 15), suggérant

un centre trivial puisque le nombre d'é éments centraux se limite a un.
Groupes Simples et le Groupe Octaédrique::

Un groupe est qualifié de simple sil ne possede pas de sous-groupes
normaux non triviaux et propres, ce qui signifie que tout homomorphisme

surjectif d'un tel groupe ne donne que des résultats triviaux. L'équation de

classe du groupe octaédrique révéle uniguement des solutions triviales pour
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les comptages de sous-groupes (ne permettant que les diviseurs 1 ou 60).
Ainsi, \(I'\) est smple.

Relation avec les Per mutations :

L e groupe octagdrique se révele isomorphe au groupe alterné\( A_5\), un
résultat significatif puisque\( A_5\) représente les permutations paires de
cing éléments, un ensemble d'ordre 60. En démontrant que les éléments de \(
| \) peuvent coincider avec des actions impliquant cing objets, cet
isomorphisme se renforce, soulignant lasimplicité de\( I \) et son role

essentiel au sein de la théorie des permutations.
A travers ces explorations, |a conférence souligne comment \( 1 \), en tant

gue groupe simple, sert de pierre angulaire dans |'étude des groupesfinis, a

I'instar de ce que les nombres premiers representent en théorie des nombres.
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Pensee Critique

Point Clé: Groupe |cosaédrique en tant que Groupe Simple
Interprétation Critique: Le concept du groupe icosaédrique en tant que
groupe simple illustre I'essence de commencer par un € ément
fondamental. Dans lavie, vous étes souvent confronté au defi
d'organiser la complexité en quelque chose de plus compréhensible.
Observer |e groupe icosagdrique, une entité mathématique dépourvue
de sous-groupes normaux propres non triviaux, peut inspirer une legon
profonde : adopter la simplicité comme force. Cette idée se traduit
dans nos vies par |la quéte de clarté et de valeurs fondamentales, tout
comme le rble du groupe icosaédrique dans |'architecture de la théorie
des groupes. Lorsque vous vous concentrez sur ce qui compte
vraiment, comme identifier des objectifs ou des valeurs primaires,
Vous détenez un guide simple mais puissant qui peut structurer vos

actions au milieu des symétries complexes delavie.

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey Y‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

Chapitre 50 Résumé: Classes de conjugaison pour les
groupes symeétriques

**Cours 20 : Equation de classe pour |e groupei cosaédrique* *

Dans ce cours, nous explorons larelation entre le groupe de symétrie de
I'icosaedre et du dodécaedre, noté\( | \), et son lien avec lathéorie des
groupes. Les symétries de ces polyedres sont étroitement liées a un groupe
de transformations mathématiques qui préservent leur structure. Fait
intéressant, tant |’ icosaedre que le dodécaedre partagent le méme groupe de

symétrie\( I \).

L e cours commence par une observation géométrique : cing cubes distincts
peuvent étre parfaitement imbriqués al’ intérieur d’ un dodécaedre de sorte
gue chague face du dodécaedre contienne un edge d'un cube. Ces arétes

s alignent avec les diagonales des faces pentagonal es du dodécaedre. Cette
propriété géometrique établit un lien entre le groupe de symétrie \( | \) et

|”ensemble de ces cing cubes, noté \( S\).

En considérant ces cing cubes, le groupe \( | \) agit comme des permutations
sur I’ensemble \( S\), ce qui nous amene a définir un homomorphisme \( f: |
\to \text{ Perm} (S) =S 5\), ot lesééments de\( | \) correspondent aux

permutations de \( S\). En raison des propriétés des homomorphismes de
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groupe, en particulier en notant que \( | \) est un groupe simple, le noyau de
\( V), \(\text{ ker} () \), est soit trivial \(\{ e\}\) soit égal atout \(I\). Puisque
\( f\) est non trivial, le noyau doit étre trivial, ce qui implique que\( f\) est

injectif.

Ensuite, nous considérons un autre homomorphisme \( \phi: | \to \{ \pm 1\}
\), qui sefactorise atravers\( S 5\) vial'homomorphisme de signe. Etant
donneé que \( \phi \) n'est pasinjectif (car \( 60 =|I| > |\{ \pm 1\}|=2Y\)), il
sensuit que \( \text{ ker} (\phi) = 1\). Ainsi, chague élément de\( I \) est
envoyé vers 1 par \( \phi \), indiquant que toutes les permutations sont
paires, ce qui signifie que\( f(1) \) réside au sein du groupe des permutations
paires, \( A_5\).

|l est important de noter que comme\( | \) et \( A_5\) ont le méme ordre
(60), I’homomorphisme\( f \) se révéle étre un isomorphisme, démontrant

que\( I'\) est structurellement équivalent a\( A_5\).

**Corollaire 20.7** renforce cette découverte en affirmant que le groupe
aternatif \( A_5\) est smple. En théorie des groupes, un groupe alternatif \(
A_n\) est smple pour \( n\geg 5\), bien que la preuve de cela nécessite

généralement un examen plus approfondi des permutations.

L e cours se termine en introduisant le sujet a venir des classes de

conjugaison dans les groupes symeétriques, qui sont cruciales pour
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comprendre comment les ééments au sein de ces groupes peuvent étre

réordonnés tout en maintenant la structure du groupe.

** Exemple 20.8** illustre que toute permutation au sein d'un groupe
symétrique \( S_n\) peut étre décomposee en notations de cycles, offrant un
apercu de sa structure. Par exemple, la permutation (123)(45) dans\( S 6\)
montre une décomposition en cycles qui affecte la maniere dont les éléments
du groupe operent sur les @ éments d'un ensemble, renvoyant au sujet de la
conjugaison et des permutations qui seront examines plus en détail dans les

Cours suivants.
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Pensee Critique

Point Clé: Laconnexion entre la symétrie et les défisde lavie
Interprétation Critique: Imaginez une structure unique, comme
I'icosaedre ou |e dodécaedre, avec un systeme de symétries complexe
et harmonieux. Leur groupe de symétrie commun peut sembler
abstrait, maisil révele une idée profonde : celle qu'au-dessous du
chaos percu de lavie se cache un ordre inhérent, qui n'attend que d'étre
compris. Lorsque vous reconnaissez |la symétrie dans ces formes
géométrigues, vous pouvez établir des paralléles avec les défis que
vous rencontrez dans la vie. Chague probleme auquel vous faites face
peut sembler désorganisé en surface, comme un mélange de
pentagones et de cubes. Pourtant, tout comme Ies homomorphismes et
les actions de groupe en mathématiques, votre approche des
complexités de lavie peut révéler une harmonie innée. Comprendre la
beauté structurelle de ces princi pes mathématiques vous encourage a
trouver un équilibre et une symétrie au sein du désordre de lavie.
Embrassez |e pouvoir de la perspective, résolvez les conflits tout en
décodant les motifs complexes, et transformez le chaos en clarté,
inspirant ainsi des approches systématiques face aux défis personnels

et professionnels.
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Chapitre 51 Résumé: Typedecycle

### Lecture 21 ;. Groupes Symétrigues et Alternés

##H Classes de Conjugaison pour les Groupes Symétriques et Alternés

21.1 Revue

L ors de nos récentes discussions, nous avons examiné comment un groupe
peut agir sur [ui-méme par un processus appel € conjugaison. Cette approche
nous permet de décomposer un groupe en classes de conjugai son, tout
comme on décompose un ensemble en ses orbites, un concept que nous
avons dga étudié. Dans notre derniére discussion, Nnous NOUS SOMMES
concentrés sur le groupeicosagdrique, en utilisant son équation de classe

pour en tirer des enseignements.

21.2 Typede Cycle

Aujourd'hui, notre attention se tourne vers le groupe symétrique \( S _n\) et
le groupe alternatif \( A_n\). Ici, le groupe symétrique représente toutes les

permutations possibles d'un ensemble de\( n\) ééments, tandis que le
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groupe aternatif est le sous-ensemble comprenant les permutations avec un

nombre pair de transpositions.

Dans le contexte des permutations, la notation des cycles est une méthode
essentielle de représentation. Par exemple, la permutation \( (123)(45) \)
décrit un processus ou 1 est envoyé vers 2, puis 2 vers 3, et enfin 3 revient a

1, tandis que 4 est envoyé vers 5 et revient a 4.

Comprendre e type de cycle d'une permutation révéle le signe, qui est
crucial pour explorer les classes de conjugaison. Par exemple, un k-cyclea
un signe donné par \( (-1)™{ k-1} \). Aingl, la permutation \( (123)(45) \) aun
signe de\(-1\), calculé comme\( (+1)(-1) = -1\). Les permutations paires se

caractérisent par un nombre pair de cycles, ce qui donne un signe positif net.

Question Directrice

Comment déterminons-nous les classes de conjugaison de\( S n\)?

L e signe d'une permutation facilite I'identification de ces classes. Pour

explorer cela plus en détail, examinons un exemple.

Exemple 21.2
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Considérons \( \sigma = (123) \) comme permutation, et soit \( \tau = p
\sigma p{-1} \) son conjugué pour un certain\( p\in S n\). Si\( p\) envoie
1vers\(i\), 2vers\(j\), et 3vers\( k\), alorsen évaluant le conjugué sur \(

i \), nous avons:

\[ \tau(i) = plagmap™{-1} (p(1)) = p(sigma(l)) = p(2) =]. ]

De méme,

\[ \tau()) = p(\sigma(2)) = p(3) = k. \|

En notation de cycle, cela équivaut a

\[ tau = (ijk) = (p(1)p(2)p(3)). \|

Celamontre gque conjuguer un 3-cycle donne un autre 3-cycle impliguant des

éléments différents, tout en conservant la structure de cycle.

Cette analyse souligne le rble de la notation des cycles dans la simplification
de la conjugai son dans les groupes symétriques, tout en illustrant comment
|'action de conjugaison maintient la structure des cycles. Comprendre ces
invariants structurels aide a classifier les classes de conjugaison au sein de \(
S n\).
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Chapitre 52: L es classes de conjugaison dans Sn

Lecture 2l : Groupes symétriques et alternés

Dans cette lecture, nous explorons les concepts de groupes symétriques et
alternés, en nous concentrant spécifiquement sur les permutations et leurs

propriétés sous conjugaison.

Exemple 21.3 introduit la notion de conjugaison d'une permutation,

notée \( \sigma = (123)(47) \cdots\). Lorsqu’ elle est conjuguée par une
autre permutation \( p\), elle se transforme en \( (p(L)p(2)p(3))(p(4)p(7))
\cdots)\). Il est important de noter que les longueurs des cycles d'une
permutation restent inchangées lors de la conjugaison. Cela nous conduit a

une caractéristique clé des permutations : la structure des cycles.

Définition 21.4 définit le type de cycle d'une permutation \( \sigma\in

S n\). Letype de cycle décrit |a permutation en termes de nombre de
1-cycles, 2-cycles, et ainsi de suite. Notamment, ce type de cycle est
Invariant sous conjugaison, ce qui signifie que si deux permutations \(
\sigma\) et \( \tau = p\ssigma p”{ -1} \) sont conjuguees, elles partagent le
méme type de cycle. Par exemple, la permutation \( (47)(123) \) aun type de
cyclede (2, 3).
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Cette observation nous amene ala conclusion que s deux permutations
partagent le méme type de cycle, elles sont conjuguées, comme le prouve Ex
emple 21.5. Ici, les permutations \( \sigma = (145)(23) \) et \( \tau =
(234)(15) \) sont montrées comme conjuguées en construisant une
permutation \( p = (12)(354) \) telle que \( p\sigma p™{ -1} =\tau\).

Proposition 21.6 consolide ces resultats, en affirmant formellement que
deux permutations sont conjuguéees s et seulement si elles ont le méme type

de cycle.

L a section 21.3 examine le concept de classes de conjugaison au sein du
groupe symétrigue \( S_n\). Les classes de conjugaison sont essentielles en
théorie des groupes car elles aident a classifier les ééments d'un groupe en

fonction de leurs structures de cycles.

Laquestion centrale est de savoir quelles sont |es classes de conjugai son
dans\( S _n\). En utilisant les connaissances tirées des types de cycles, nous
pouvons identifier ces classes. Par exemple, Exemple 21.7 illustre le cas de
\( S _3\), ouil existe trois classes de conjugaison distinctes : types de cycles
3,2+1,et1+ 1+ 1. Lespermutations représentatives de ces classes sont
respectivement \( (123) \), \( (12) \), et la permutation identité.

Enfin, lalecture laisse entrevoir des problemes plus complexes a aborder,

tels que la détermination de lataille d'une classe de conjugai son donnée.

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey Y‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

Cette discussion prépare le terrain pour des investigations approfondies sur

Installez I'appli Bookey pour débloquer le
texte complet et 'audio

Essai gratuit avec Bookey x‘\


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

Lire, Partager, Autonomiser

Terminez votre défi de lecture, faites don de livres aux enfants africains.

Le Concept

o h < 8

Cette activité de don de livres se déroule en partenariat avec Books For Africa.
Nous langons ce projet car nous partageons la méme conviction que BFA : Pour de
nombreux enfants en Afrique, le don de livres est véritablement un don d'espoir.

La Reégle

Gagnez 100 points Echangez un livre Faites un don a I'Afrique

Votre apprentissage ne vous apporte pas seulement des connaissances mais vous
permet également de gagner des points pour des causes caritatives ! Pour chaque 100
points gagnés, un livre sera donné a I'Afrique.

A\
Essai gratuit avec Bookey~



https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

Chapitre 53 Résumé: Equation de classe pour S4

**Cours 21 : Groupes symétriques et alternés**

Dans ce cours, nous nous penchons sur les groupes symétriques et alternés,
en mettant I'accent sur la compréhension des classes de conjugué au sein de

ces groupes atravers des exemples illustratifs.

Exemple 21.8 : Classes de conjugué dans\(S 4\)

L e groupe symétrique \(S_4\) comprend toutes les permutations de quatre
éléments, et comprendre les classes de conjugué qui y apparaissent peut
savérer éclairant. Considérons la permutation \(x = (1234)\), un 4-cycle dans
\(S_4\). Pour trouver la classe de conjugué \(C(x)\) de cette permutation,
chague 4-cycle peut étre interprété de plusieurs fagons en raison de sa nature
cycligue, par exemple, \((1234) = (2341) = (3412) = (4123)\). Pour un
ensemble de quatre éléments, il y a 24 permutations possibles, mais chaque
cycle est surcompté par un facteur de 4 (le nombre de facons de démarrer le

cycle), ce qui mene a 6 ééments distincts dans la classe.

Ici, le stabilisateur \(Z(x)\) consiste en permutations qui gardent la structure

de cycle inchangée malgré les « rénovations d'éiquettes ». Puisqu'il y a
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guatre manieres de faire pivoter le cycle de sorte qu'il paraisse identique, la
taille du stabilisateur est de 4. Ainsi, nous déterminons lataille de la classe
de conjugué comme \( |C(x)| = \frac{ |G|} { |Z(X)[} = \frac{24}{4} =6\), ce

gui est conforme a notre calcul initial.

Exemple 21.9 : Classe de conjugué dans\(S_{13}\)

Considérons maintenant une permutation dans\(S_{13}\), \( x =
(123)(456)(78910)(11)(12)(13)\). Le processus pour déterminer sa classe de
conjugué commence par la recherche de son stabilisateur. Chague cycle a
des points de départ distincts, et les permutations peuvent réorganiser les
1-cycles sans affecter la structure, ce qui conduit a\( |Z(x)| = 2! \cdot 3 \cdot
3\cdot 4 \cdot 3! \cdot 1 \cdot 1 \cdot 1 =432\). Latailledelaclassede
conjugue est alors calculée comme \( |C(x)| = \frac{ 13!}{432} \).

Ces méthodes illustrent comment trouver lestailles des classes de conjuguée
repose sur des calculs combinatoires de lataille du stabilisateur, en

S appuyant sur lataille connue du groupe \(n!\).

21.4 Equation de classe pour \(S_4\)

Pour \(S_4\), le groupe contient un total de 24 permutations et peut étre
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divisé en classes de conjugué selon les types de cycle, c'est-a-dire, les
différentes distributions de nombres dans les permutations qui sadditionnent
a4. En utilisant lestailles de stabilisateur cal cul ées précédemment,
I'équation de classe est dérivéecomme\(24=1+ 3+ 6+ 8+ 6)\). Cette
répartition illustre comment les cycles de différentes longueurs contribuent a

la structure du groupe.

Exemple 21.11 : Classes de conjugué pour \(A_4\)

L e groupe alternatif \(A_4\), un sous-groupe de \(S_4\), comprend
uniguement des permutations paires et est caractérise par différentes
structures de classes de conjugué. \(A_4\) est un sous-groupe normal, ce qui
signifie qu'il conserve sa structure sous conjugaison au sein de\(S_4\). Les
classes de conjugué dans\(A_4\) sont influencées par |a parité des
permutations de \(S_4\). En reconnaissant que des permutations comme les
cycles 3 + 1 se trouvent dans\(A_4\), nous établissons que toutes les tailles
calculées pour \(S_4\) ne sappliguent pas directement en raison des
contraintes propres au sous-ensemble et des différences de parité inhérentes
a\(A_4\). Les permutations impaires contribuant alataille 8 dans\(S 4\) se
traduisent différemment dans\(A_4\), entrainant des considérations

distinctes pour les équations de classe des sous-groupes.

En examinant ces exemples, ce cours met en lumiére I'importance de
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comprendre les structures de permutation, les actions de groupes, la
représentation des permutations sous forme de cycles, et leur influence sur
les concepts de la théorie des groupes tels que le conjugué et les
stabilisateurs — un aspect fondamental de I'éude de I'algebre abstraite au

sein des groupes symeétriques et aternes.
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Pensee Critique

Point Clé: Comprendre les classes de conjugai son dans les groupes
symétrigues

Interprétation Critique: Imaginez naviguer dans les paysages
complexes de lavie comme si vous développiez les motifs complexes
au sein des classes de conjugai son des groupes symeétriques. Tout
comme vous déchiffrez ces belles structures mathématiques, dévoilez
les couches et |es permutations de votre parcours, apprenant a
identifier ce qui reste constant méme lorsque les alentours changent.
Dans cette exploration algébrigque, vous découvrez qu'au milieu du
chaos, il y adel'ordre - une force stabilisatrice semblable alaforce
intérieure qui vous guide atravers le changement. Acceptez les
différents 'types de cycles de défis et de triomphes, sachant que
chague permutation d'événements contribue a |'équation unique et en
évolution de votre vie, vous ancrant dans une comprehension plus

profonde de vous-méme et du monde.
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Chapitre 54 Résumé: Sure! Please providethe English
sentencesyou'd like meto trandate into French.

Lecture 21 : Groupes symétriques et alternés

Dans cette conférence, nous explorons les propriétés et les comportements
des groupes symeétriques (\(S_n\)) et des groupes aternés (\(A_n\\)). Nous
observons les différences clés entre ces groupes atravers leurs classes de

conjugaison et comment elles se séparent de \(S_n\) a\(A_n\).

Deux cas principaux de comportement des classes de conjugaison sont
présenteés :
- Cas1: Lataille delaclasse de conjugaison reste la méme dans\(A_n\)

et \(S_n\), tout comme les tailles de leurs centralisateurs. Seules la moitié
des permutations qui les stabilisent sont des permutations paires dans
\(A_n\).

- Cas2: Lestailles delaclasse de conjugaison et des centralisateurs

restent égales dans \(S_n\), mais se réduisent de moitié lorsqu'on considere
\(A_n\). Seules les permutations conjuguées par des permutations paires
apparaissent dans\(A_n\). Un exemple illustratif concerne le groupe \(A_4\),

ou I’équation de classe devient \(12=1+ 3+ 4 + 4\).

Passons a un exemple plus complexe : en considérant le groupe symétrigue
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\(S 5\), I'équation de classe est calculée comme\(120=1+ 10+ 15+ 20 +
20 + 30 + 24\). En passant a\(A_5\), nous constatons que \(1 + 15\) ne se
sépare pas en raison de leur taille impaire, \(24\) se diviseen \(12 + 12\) car
ce n'est pas un facteur de \(60\), tandis que \(20\) reste inchangé. Par
conséquent, I'équation de classede\(A_5)) est\(60=1+15+20+ 12 +
12\). Ces transformations nécessitent un raisonnement combinatoire

considérable plutot que de |'algebre pure.

Une question d'un étudiant se demande quelle est la signification de \(A_n\),
en sinterrogeant sur le fait qu'il puisse représenter un groupe de symétrie
d'une structure quelconque. Bien que \(A_4\) et \(A_5\) soient liés aux
symétries des tétragdres et des icosaedres, respectivement, \(A_n\) ne
correspond généralement pas a une symétrie géométrigue en dimensions
supérieures. Cependant, les groupes alternes jouent un role essentiel dansla
théorie de Galois en tant que groupes de symétrie d'équations plutot que
d'objets geéométriques. Les travaux de Galois ont permis de mieux

comprendre ces concepts.

L'importance de \(A_n\) réside dans son réle en tant que groupe simple,
considéré comme un « éément de base » fondamental en théorie des
groupes. Pour \(n\geg 5\), \(A_n\) est un groupe simple et le seul
sous-groupe normal simple intéressant de \(S_n\). Comprendre \(A_n\) aide
adévelopper des perspectives plus larges sur \(S_n\). Décomposer les

groupes plus grands en leurs sous-groupes simples et examiner leurs
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recombinaisons permet une analyse plus approfondie, le lien entre \(A_n\) et
\(S_n\) étant décrivable par le « produit semi-direct », une méthode non
abélienne de combinaison de groupes. Cela souligne la complexité de la

théorie des groupes, avec des recherches continues sur ces méthodes.
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Chapitre 55 Résumé: Le premier théoreme de Sylow

Résume du Chapitre: Les Théoremes de Sylow

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur les théoremes de Sylow, qui
sont des résultats fondamentaux en théorie des groupes. 11s offrent une
compréhension détaillée des sous-groupes au sein des groupes finis, en
particulier ceux dont |'ordre est une puissance d'un nombre premier. Nous
commengons par un bref retour sur le cours précedent, qui abordait les
classes de conjugaison des groupes symétriques et alternés, préparant ainsi le

terrain pour la discussion actuelle.

M otivation et Contexte:

L"'objectif principal est d'explorer larelation entre lataille d'un groupe et
celle de ses sous-groupes, specifiquement ceux dont |'ordre est une puissance
d'un nombre premier. Cette exploration repose sur le théoreme qui stipule
gques \( H\) est un sous-groupe d'un groupe fini \( G\), alorsl'ordre de\( H
\) divise I'ordre de \( G \). Cependant, une question naturelle se pose : « Sil
existe un facteur del'ordre de\( G\), un sous-groupe de cette taille existe-t-il
nécessairement ? » Un exemple intéressant est fourni avec le groupe \( A_4

\), montrant que cette correspondance ne tient pas toujours, car \( A_4\) n'a
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pas de sous-groupe d'ordre 6, bien que 6 soit un facteur de 12, I'ordre de \(
A_4)\).

Apercu des Théoremes de Sylow :

L es théorémes de Sylow répondent a cette question inversee spécifiguement
pour les sous-groupes dont les ordres sont des puissances de nombre
premier. En essence, ils garantissent |'existence de sous-groupes ayant des
ordres qui sont des puissances de premiers, sous certaines conditions. Cela

constitue une partie essentielle de la théorie de la structure des groupes finis.
1. Le Premier Théorémede Sylow :

L e premier théoreme de Sylow assure que pour un groupe fini donné\( G
\), si l'ordrede \( G \) est exprimé comme \( n = p~e\cdot m\), ou\( p\) est
un nombre premier ne divisant pas\( m\) (noté par gcd(p, m) = 1), aorsil
existe au moins un sous-groupe \( H \subseteq G \) dont I'ordre est \( p*e\).
Ces sous-groupes sont appel és sous-groupes de Sylow \( p\). Ils sont
remarquables car ils possedent I'ordre de puissance premier maximal
possible dans\( G\).

Cette lecon jette les bases des énoncés formel s des théoremes de Sylow,

illustrant leur importance et ouvrant lavoie aleurs preuves, qui seront
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présentées lors du cours suivant. Comprendre ces théoremes est crucial pour
approfondir sa connaissance de la composition et des caractéristiques des

groupes finis.
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Chapitre 56: L e deuxieme théoreme de Sylow

Lalecon 22 présente les theoremes de Sylow, un outil important dans le
domaine de la théorie des groupes en mathématiques. Ces théorémes portent
sur |’ existence et les propriétés de certains sous-groupes de groupes finis,
appel és sous-groupes p-de Sylow. Le chapitre commence par expliquer la
définition d'un sous-groupe p-de Sylow. Pour un groupe \( G \) de cardina
\(JG| = n = p*k \cdot m\), ou \(p\) est un nombre premier et \(\gcd(p, m) =
1\), un sous-groupe \( H\leg G \) tel que \(JH| = p*k\) est qualifié de

sous-groupe p-de Sylow.

L e texte se poursuit en illustrant I'application du premier theoreme de Sylow
al'aide dexemples. Dans le groupe symétrique \( S_4\), qui regroupe toutes
les permutations de quatre éléments et a un ordre de 24, |e théoréme garantit
|’ existence d’ un sous-groupe d ordre 8, tel que\( H =\langle (12), (34),
(13)(24) \rangle\). Un autre exemple donné est le groupe diedral \( D_5\),
gui décrit les symétries d’ un pentagone régulier et dont I’ ordre est 10. Ici,
des sous-groupes d’ ordres 2 et 5 existent, chacun étant généré par des
ééments distincts de la structure du groupe, comme les rotations et les

réflexions.
L a pertinence du théoreme découle de son applicabilité générale a tout

groupe fini, et pas seulement a des groupes bien connus comme les groupes

diédraux ou symétriques. Les theorémes de Sylow constituent donc un outil
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fondamental pour explorer les caractéristiques de groupes finis moins
compris ou tout afait nouveaux. Un résultat pratique est le corolaire 22.8,

qui affirme que si un nombre premier \( p\) divise |’ ordre d’ un groupe \( G
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Chapitre 57 Résumé: Applications desthéoremesde

Sylow

Lecture 22 : Lesthéoremes de Sylow

Dans cette lecon, nous explorons les théorémes de Sylow, des résultats
fondamentaux en théorie des groupes qui approfondissent notre
compréhension de la structure des groupes finis. |l existe trois théoremes de
Sylow, chacun gjoutant une couche d'insight sur les sous-groupes de ces

groupes.
Apercu desthéoremes de Sylow

1. * Premier théoréme de Sylow* : Etablit I'existence d'au moins un
sous-groupe de Sylow p pour chaque nombre premier p divisant |'ordre d'un

groupe.

2. * Deuxieme théoreme de Sylow (Théoreme 22.9)* .

- Partie () : Indigue que tous les sous-groupes de Sylow p d'un groupe G
sont conjugués, ce qui signifie que deux sous-groupes de ce type peuvent
étre transformés |'un dans |'autre par un automorphisme interne de G. Plus
précisément, sl H est un sous-groupe de Sylow p, et H' est un autre

sous-groupe de Sylow p, il existe un élément g dans
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- Partie (b) : Etant donné un sous-groupe K de G dont |'ordre est une
puissance de p, il peut étre conjugué dans n'importe quel sous-groupe de
Sylow p H de G. Cette partie est plus générale car elle sapplique atout
sous-groupe d'ordre puissance de p et pas seulement aux Sous-groupes

maxi maux.

L'idée fondamental e est que tous les sous-groupes de Sylow p sont liés par
conjugaison, reflétant un théme unificateur présent dans des structures

symétriques, comme celles que |'on trouve dans les groupes diédraux.

3. *Troisieme théoréme de Sylow (Théoréme 22.11)* : Fournit des
contraintes sur e nombre de sous-groupes de Sylow p, en indiquant que ce
nombre divise |I'ordre de G divisé par p élevé a sa puissance maximale dans
I'ordre de G et est congruent a 1 modulo p. Bien que semblant initialement
arbitraire, ce théoreme est essentiel pour comprendre les relations entre les

sous-groupes au sein de G.

Applications des théor emes de Sylow

L es théoremes de Sylow nous informent non seulement de |'existence et des
relations des sous-groupes, mais enrichissent également notre capacité a

classifier les groupes finis. Prenons un groupe G ou |G| est le produit de deux

nombres premiers distincts, comme 15 ou 10.
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- *Exemple 22.13* : Pour un groupe G avec |G| = 15=5 x 3, lethéoreme de

Sylow 11l nous dit qu'il y a exactement un sous-groupe de Sylow 5 et un
sous-groupe de Sylow 3. Ces sous-groupes de Sylow uniques sont normaux,

ce qui nous permet d'affirmer que G est isomorphe au produit direct de

groupes cycligues de ces ordres (C... x Cf), resultan

sous-groupe normal qui simplifie ['analyse.

- *Exemple 22.16* : De méme, pour un groupe G ou |G| = 10 =5 x 2, nous
trouvons deux classes d'isomorphisme : soit G est isomorphe au groupe
cycligue Ce€, soit au groupe diédral D.... Ici, le non
Sylow ne contraint pas strictement la structure, menant a deux formes

possibles de groupe.

Question directrice

Pour tout groupe G tel que |G| = pq, ou p et g sont des nombres premiers

distincts:

- Si g" 1 modulo p, la structure du groupe est simpl
permettant une classification ssimple en tant que Cpq.

- Cependant, si g = 1 modulo p, des possibilités plus complexes émergent, y

compris |'existence de groupes non abéliens.
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L es théorémes de Sylow offrent donc une approche systématique pour
découvrir les structures de sous-groupes complexes des groupes finis,
rationalisant |e processus de classification et mettant en lumiére les
configurations possibles des groupes, en particulier dans des cas comme les

groupes diedraux ou cycliques.

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey Y‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

Chapitre 58 Résumé: Application : Décomposition des
groupes abéliensfinis

L e cours propose explore en profondeur |les théoremes de Sylow et leurs
applications, en se concentrant sur la preuve et I'application de ces puissants

théoremes dans |e contexte des groupes finis.
Revue et Récapitulation des Théoremes de Sylow :

Le cours commence par une revision des theoremes de Sylow, en soulignant
leur applicabilité générale aux groupes finis. Ces théoremes sont centraux en
théorie des groupes, car ils fournissent des informations essentielles sur
|'existence et e nombre de sous-groupes p, qui sont des sous-groupes dont
I'ordre est une puissance d'un nombre premier p. Les théoremes précisent
que:

1. Pour tout groupe fini \( G \) d'ordre\( n= p*e m\) ot pgcd(p, m) = 1, il
existe au moins un sous-groupe de Sylow p dans\( G\).

2. Tout sous-groupe \( K \) d'ordre \( p \) dans\( G\) est conjugué a un
sous-groupe de Sylow \( H\), ce qui signifie qu'il existe un élément \( g\)
dans\( G\) tel que\( gKg"{-1} \subseteq H \).

3. Le nombre de ces sous-groupes de Sylow p divise\( m\) et est congrua 1

modulo \( p\).

Ces théorémes sont illustrés par des applications pratiques comme la
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décomposition de groupes tels que \( \mathbb{ C} {15} \) et \(
\mathbb{ C} {10} \), mettant en avant leur utilité pour comprendre les

structures des groupes.
Application : Décomposition des Groupes AbdiensFinis:

Le cours évolue vers |'application des théoremes de Sylow pour la
décomposition des groupes abéliensfinis. Un groupe abélien\( G\),
caractérise par des opérations de groupe commutatives, peut &tre décomposg,

en se basant sur les théoremes de Sylow, en produits de ses sous-groupes de

Sylow.

Etant donné un groupe abélien fini \( G \) dont I'ordre sexprime comme \(
|G| =p_1{e 1} \cdotsp r{e r} ), il découle desthéoremes de Sylow qu'il
existe des sous-groupes de Sylow uniques\( H_i \) pour chaque nombre
premier \( p_i\). Comme\( G\) est abélien, la propriété de conjugaison
impligque que chagque sous-groupe est unique et stable sous conjugaison avec

lui-méme.
| somor phisme et Homomor phisme avec les Produits de Groupes::
En Sappuyant sur ces sous-groupes, le théoréme peut encore exprimer

chague groupe abélien fini \( G \) comme isomorphe a un produit de

groupes, chacun ayant un ordre égal a une puissance d'un nombre premier.
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Cela se formalise par la construction d'un homomorphisme\( f : H_1 \times
\ldots \times H_r \rightarrow G \) défini par \( (x_1, \ldots, x_r) \mapsto x_1

+\cdots + x_r\).

En utilisant le Lemme 23.3, il est ensuite demontré que cet homomorphisme
\( f\) est effectivement un isomorphisme, établissant une structure
fondamentale pour comprendre les groupes abéliens. Cet homomorphisme
exploite la nature des groupes abéliens ou |'opération de groupe est |'addition

(+), saignant ains naturellement avec les propriétés de ces sous-groupes de

Sylow.

Dans I'ensemble, |e cours propose une approche compl éte pour prouver et
appliquer les théoremes de Sylow, offrant des perspectives approfondies sur
la structure alafois des groupes finis en général et des groupes abéliensfinis
en particulier, utilisant des homomorphismes et des isomorphismes pour

relier lathéorie a des décompositions pratiques.
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Chapitre 59 Résumé: Preuve desthéoremes de Sylow

L ecture 23 : Preuve desthéoremes de Sylow

Dans cette Lecture 23, nous plongeons dans les théoremes de Sylow, des
résultats fondamentaux en théorie des groupes qui sont essentiels pour
comprendre la structure des groupes finis. Un theme central dans la
démonstration de ces theoremes est de trouver et d'exploiter une action de

groupe utile.

Comprendreles Fondements

Nous commencons par considérer le groupe \( G \), un groupe fini d'ordre \(
n=p~e\cdot m\) ou\( p\) est un nombre premier et pgcd(p, m) =1. La
tache consiste a montrer que \( G \) contient un sous-groupe \( H \) dont
I'ordre est \( p*e)\), appelé sous-groupe de Sylow p. Le concept d'actions de
groupe devient ici crucial, car il nous permet d'examiner les sous-groupes
possibles en regardant comment \( G ) interagit avec divers sous-ensembles
et stabilisateurs.

Preuve de Sylow |
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Pour prouver |'existence d'un sous-groupe de Sylow p, hous commengons
par considérer tous les sous-ensembles de \( G\) detaille \( p*e\), que nous
appelons\( S\). Le groupe\( G\) agit sur \( S\) par trandations a gauche, ce
qui signifie que pour tout \( g \in G\) et tout sous-ensemble\( U \in S\), \( g
\) transforme \( U \) en\( gU \). En utilisant |les propriétés des actions de
groupe, nous visons alocaliser un sous-ensemble qui reste inchangé sous

cette action, engendrant ainsi un sous-groupe stabilisateur de |I'ordre souhaité

\(pre\).

Des lemmas clés assistent a cette preuve : I'un garantit que le nombre de
sous-ensembles est différent de zéro modulo \( p \), tandis qu'un autre établit
gu'un sous-groupe qui stabilise un sous-ensemble doit diviser sataille. Ces
éléments d'information confirment collectivement I'existence du sous-groupe

de Sylow p comme énonceé dans le théoreme de Sylow |.

Preuve de Sylow 11

L e deuxieme théoreme de Sylow repose sur la découverte de sous-groupes
spécifiques par le biais d'actions de groupe. Ici, é&ant donné un sous-groupe
de Sylow p \( H ), tout autre sous-groupe de Sylow p \( H'\) peut étre
transformé en \( H \) par conjugaison, indiquant ainsi que tous les

sous-groupes de Sylow p sont conjugués. De plus, pour tout sous-groupe \(
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K'\) d'ordre une puissance de \( p\), il peut étreincorporédans\( H\) a

conjugaison pres.

Cela se démontre en considérant le groupe \( G/H \) et en analysant I'action
du sous-groupe \( K \) sur les classes agauche de\( H \). De maniere
cruciae, ladécomposition des orbites révele un point fixe, prouvant que \( K

\) peut étre inclus dans un conjugué de \( H \).

Preuve de Sylow I11

L e troisieme théoréme se concentre sur la détermination du nombre de
sous-groupes de Sylow p, note\( |Y|\). Le groupe\( G\) agit sur I'ensemble
\(Y'\) par conjugaison. Le résultat principal est que\( [Y]\) divise\( m\) et
est congru a1 modulo \( p\). Ces résultats reposent sur le fait gu'il existe
exactement une orbite de taille un, soutenue par la nature des points fixes de

|'action et |es propriétés de décomposition des orbites.

Conclusion

L es théorémes de Sylow simplifient considérablement I'analyse de la
structure des groupes finis, en montrant notamment |'existence, la

conjugaison et le dénombrement des sous-groupes de Sylow p. Grace a une
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utilisation astucieuse des actions de groupe, les preuves naviguent
élégamment a travers les subtilités de la théorie des groupes, établissant ainsi
une base pour une exploration plus approfondie dans des contextes

mathématiques plus avanceés.
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Chapitre 60: Formes bilinéaires

Lecture 24 : Formesbilinéaires et hermitiennes
24 For mes bilinéair es
24.1 Rappe

Lalecon précédente était centrée sur les théorémes de Sylow, qui sont
essentiels pour comprendre la théorie des groupes finis. Ces théoremes
offrent des apercus détaillés sur la structure et les propriétés des groupes en
enquétant sur le comportement des sous-groupes. Aujourd'hui, nous

revenons al'algebre linéaire.

24.2 Formes bilinéaires

Dans notre exploration des mathématiques, |'algebre linéaire et lathéorie des
groupes ont été des thémes récurrents. A présent, nous nous concentrons sur

les formes bilinéaires, un concept qui joue un role significatif en algebre

linéaire. Pour comprendre les formes bilinéaires, nous commencerons par
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des exemples avant de fournir une définition formelle.

Considérons un espace vectoriel \( V' \) sur le corps\( F = \mathbb{ R} \).
Plus tard, nous examinerons également ces formes sur les nombres
complexes (\( F = \mathbb{ C} \)). Voyonstrois exemples de formes
bilinéaires dans \(\mathbb{ R} *3\) :

1.\( (X, y) longrightarrow x_1y 1+x 2y 2+x 3y 3\)

2.\( (X, y) \longrightarrow x_1y 1+2x 2y 2+3x 2y 1+4x 2y 3+
5x 3y 1V)

3.\( (%, y) longrightarrow x_1y 1+2x 2y 1+2x 1y 2+ 3x_ 2y 2\)

Ces expressions associent des paires de vecteurs dans \(\mathbb{ R} *3\) a
des nombres reels. Chacune suit le principe que fixer une variable entraine
une linéarité par rapport al'autre variable. Ainsi, les formes bilinéaires sont
des fonctions d'application qui sont linéaires par rapport a chague variable

d'entrée de maniére indépendante.

Définition 24.2 : Forme bilinéaire

Une forme bilinéaire est une fonction \( V \times V \longrightarrow
\mathbb{ R} \), notée \( \langle v, w \rangle\), qui respecte les conditions de

linéarité suivantes :
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-\(\langlev, cw \rangle = c \langle v, w \rangle\)
-\(\langlev,w_1+w_2\rangle=\langlev, w_1\rangle + \langlev, w_2
\rangle\)

-\(\langle cv, w \rangle = c\langle v, w \rangle\)

-\(\langlev_1+v 2, w\rangle=\langlev_1, w \rangle + \langlev_2, w

\rangle\)

Ces conditions reflétent la linéarité dans la deuxiéme et |a premiére variable,

offrant une nature bilinéaire similaire aux exemples ci-dessus.

Formesbilinéaires symétriques
Une forme bilinéaire est symétriques :

-\(\langle v, w \rangle = \langle w, v \rangle\)

Les exemples 1 et 3 sont symétriques, tandis que I'exemple 2 ne I'est pas,
selon leurs coefficients. Les transformations linéaires de \(\mathbb{ R} *n \to
\mathbb{ R} *n\) utilisent des matrices et, de la méme maniere, les formes
bilinéaires peuvent étre représentées par des matrices. Par exemple, le

produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique. Plus genéralement, le
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mapping \( \langle x, y \rangle := xT A y\) peut exprimer toute forme
bilinéaire, lareliant alamatrice \( A \in \text{ Mat} {n\timesn}
\mathbb{ R} \).

Propositions et matrices

1. Proposition 24.4 : Un matrice symétrique \( A \) définit une forme
bilinéaire symétrique.

2. Proposition 24.5 : Chaque forme bilinéaire \(\langle \cdot, \cdot
\rangle\) sur \(\mathbb{ R}”n\) correspond a une matrice \( A\) telle que

\(\langle x, y \rangle = xAT Ay\). Laforme est symétrique si et seulement si

\( A'\) est symétrique, établissant une relation bijective entre les formes
bilinéaires et les matrices\( n\timesn)\).

Pour chagque exemple donné dans | es discussions precédentes (Exemples
24.1), vérifiez les matrices associées en effectuant les multiplications

nécessaires.

Exemple 24.6 présente |les matrices associées dérivées des coefficients :

1.\(A =\begin{pmatrix} 1& 0& OW0& 1& O0\\0 & 0& 1\end{ pmatrix}
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)
2.\( A =\begin{pmatrix} 1& 3& 0\N3& 2& 1\ 0& 1& 4\end{pmatrix}
\)
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Chapitre 61 Résumé: Changement de base

L ecture 24 : Formes Symétriques et Hermitiennes

En algébre linéaire, une base fait le lien entre | es espaces vectoriels abstraits
et les espaces de coordonnées familiers. Le concept de base peut étre
compris comme un isomorphisme linéaire \( B : \mathbb{ R} *n \rightarrow
V'\), servant d'outil de traduction entre les vecteurs de |'espace vectoriel
abstrait \( V \) et \( \mathbb{ R}*n\), I’ espace des vecteurs colonnes. Le
cours explore les formes bilinéaires, qui sont des applications prenant deux
vecteurs et produisant un scalaire, souvent représentées par \(\langle \vec{ v},
\vec{w} \rangle = \vec{x} T A \vec{y}\), ou\(\vec{ v}\) et \(\vec{ w}\)
correspondent aux vecteurs colonnes \(\vec{ x}\) et \(\vec{ y}\) par le biais de
labase\( B\).

Pour trouver lamatrice \( A \) associée a une forme bilinéaire, nous
I’ exprimons atraversles éléments\( a {ij} =\langle\vec{v} i, \vec{v} j
\rangle\), en exploitant la propriété de bilinéarité, discutée de maniere

similaire dans la Proposition 24.5.

24.3 Changement de Base:
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Comprendre I'impact de différentes bases est crucial. Une chose aretenir est
le comportement distinct des bases en ce qui concerne les opérateurs
linéaires et les formes bilinéaires. Pour les opérateurs linéaires\( T : V
\rightarrow V \), le choix d'une base donne lieu a une représentation
matricielle correspondante de taille \( n \times n\), semblable aux formes
bilinéaires qui se correlent également avec des matrices lors du choix de la
base. Cependant, |a maniére dont ces matrices se transforment lors d'un

changement de base diverge fondamental ement.

Dans les transformations linéaires, le changement de base \( Q) utilisela
formule \( P \rightarrow QPQ"{ -1} \). En revanche, le changement de base
pour les formes bilinéaires suit un chemin différent. Etant donné deux bases
\( B : \mathbb{ R} *n \rightarrow V \) et \( B' : \mathbb{ R} *n \rightarrow V
\) reliées par une matrice inversible \( P\), telleque\( B' = BP\), les
matrices associees a ces formes se transforment selon \( A' = P*TAP)), et

non \( P\{-1} AP\) comme dans | e cas des transformations linéaires.

Cette différence souligne un aspect non intuitif : pour les matrices
symétriques, tant \( A \) que latransformation \( A'\) restent symétriques,
peu importe le changement de base, un fait qui remet en question les attentes

initiales en raison de cette distinction dans les propriétés de transformation.

Comprendre ces divergences entre les applications linéaires et les formes

bilinéaires enrichit notre compréhension de la maniere dont les changements
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de perspective (c'est-a-dire de base) influencent les structures
mathématiques, renforcant ains |'appréciation plus profonde des formes
symétriques et hermitiennes (une généralisation complexe des formes

symétriques) dans le paysage mathématique des espaces vectoriels.
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Chapitre 62 Résumé: Formes bilinéairessur C

** Conférence 24 : Formes symétriques et hermitiennes**

Dans cette conférence, nous explorons le concept des formes symétriques et
hermitiennes, en nous penchant sur les subtilités des formes bilinéaires sur le
champ des nombres complexes. La question qui guide ce sujet est la suivante
: étant donné un espace vectoriel \( V' \) et un produit intérieur \(\langle \cdot,
\cdot \rangle\), peut-on choisir une base \( B = \{\vec{v} 1, \Idots,

\vec{v} n\} \) de\( V) telle que lareprésentation matricielle qui en résulte
soit optimale ? Alors gque les applications linéaires conduisent alaforme
normale de Jordan, les formes bilinéaires offrent une solution encore plus

élégante.
** Formes bilinéaires sur les nombres complexes* *

L es formes bilinéaires fonctionnent généralement sur n'importe quel champ,
avec |le produit scalaire comme exemple emblématique. Lorsgu'elles sont
définies comme un produit intérieur, elles deviennent des formes bilinéaires
symétriques caracterisees par la propriété \(\langle x, x \rangle \geq 0\),
strictement positive pour \(x \neq 0\). Cela est connu sous le nom de
positivité, nous permettant de mesurer des distances et des longueurs dans

un espace vectoriel.
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La question se pose : ce concept peut-il étre étendu aux nombres complexes
(\( F =\mathbb{ C} \)) ? Appliquer directement le produit scalaire de la
méme maniére gue pour les nombres réels donne un nombre complexe, ce
qui n'est pasidéal pour mesurer des distances. L'approche correcte utilise la
notion de conjugaison complexe pour redéfinir le produit intérieur pour les
nombres complexes, coincidant avec la définition établie de la distance dans
le plan complexe, ot lalongueur d'un nombre complexe \( z\) est \(

\sgrt{ Z\bar{ z} } \).

** Formes hermitiennes**

Une forme hermitienne sur \(\mathbb{ C} *n\) ressemble au produit intérieur
standard mais inclut des conjugués complexes. Pour les vecteurs \( \vec{ x}

\) et \(\vec{y} \), laforme hermitienne est définie par :

\[

\langle \vec{ x}, \vec{y} \rangle =\overline{x_1}y 1+ \overline{x 2}y 2+
\cdots + \overling{x_n}y n

\

Cela conduit a\(\langle \vec{ x}, \vec{x} \rangle\) é&ant un nombre réel non
negetif, représentant ains efficacement une distance. Il est important de
noter que |'opération inclut la transposition et le conjugué complexe de

chague entrée.
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** Matrice adjointe et non-linéarité**

Pour une matrice \( M \) dans\(\text{ Mat} {m \times n} (\mathbb{C})\), la
matrice adjointe \( M~* \) est définie comme la transposée suivie d'une
conjugaison complexe terme aterme. Cela se comporte de maniere similaire
alatransposition : \((AB)* = B A™*\). || est évident que le produit
intérieur n'est pas bilinéaire dans la premiére entrée en raison de |'interaction

avec les nombres complexes, mais reste linéaire dans la deuxiéme entree.
** Genéralisation des formes hermitiennes* *

Pour un espace vectoriel \( V \) sur \(\mathbb{ C}\), une forme hermitienne

est une fonction :

\[ V \timesV \rightarrow \mathbb{ C}, \quad (\vec{ v}, \vec{ w}) \mapsto

\langle \vec{ v}, \vec{w} \rangle\]

Cette fonction satisfait |es propriétés suivantes :

1. \(Mlangle\vec{v}, \vec{w} 1+ \vec{w} 2\rangle=\langle\vec{Vv},
\vec{w} 1\rangle +\langle\vec{v}, \vec{w} 2\rangle\)

2. \(\langle \vec{ v}, \apha\vec{w} \rangle =\apha\langle \vec{ v},
\vec{w} \rangle\)

3. \(\langle \vec{ v}, \vec{w} \rangle = \overline{\langle \vec{ w}, \vec{ v}

\rangle}\)
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Une forme hermitienne introduit une symétrie conjuguée au lieu de la
symétrie habituelle. Le produit hermitien d'un vecteur avec lui-méme donne
un nombre réel, renforcant son utilité pour représenter efficacement des

distances dans des espaces vectoriels complexes.
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Chapitre 63 Résumé: Formes her mitiennes

Danslalecon 25, le theme fondamental tourne autour du concept
d'orthogonalité en mathématiques, en se concentrant sur les formes
bilinéaires et hermitiennes et leur application aux espaces vectoriels sur les

nombres régl's et complexes.
Revue des Formes Bilinéaires:

Lalegon commence par un rappel des formes bilinéaires, qui sont des
fonctions permettant d'associer deux vecteurs d'entrée a un scalaire tout en
maintenant lalinéarité pour les deux entrées. L'accent est mis sur lesformes
bilinéaires symeétriques, qui ressemblent au produit scalaire pour les vecteurs
réels et peuvent s exprimer sous laforme \(\langle \mathbf{ x} , \mathbf{ y}
\rangle = \mathbf{ x}*T A \mathbf{y}\). La symétrie dans ces formes
nécessite que lamatrice \(A\) soit symétrique. Dans certaines contextes, les

formes bilinéaires sont appel ées « appariements ».

Formes Her mitiennes:

En passant aux espaces vectoriels complexes, les formes hermitiennes sont
discutées comme |'anal ogue compl exe des formes bilinéaires symétriques.

Laforme hermitienne est donnée par \(\langle \mathbf{ x} , \mathbf{ y}
\rangle = \mathbf{ x} ** \mathbf{ A} \mathbf{y}\), ou \(\mathbf{x}"*\)
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représente la transposee conjuguée de \(\mathbf{ x}\). Bien que similaires
aux formes bilinéaires, les formes hermitiennes incorporent le conjugué

complexe, affectant lalinéarité de maniére différente.

Lalegon contraste les formes bilinéaires symétriques sur les nombres réels
avec les formes hermitiennes dans le domaine complexe, en soulignant les
similitudes et les |égeres différences, principalement en termes de

conjugai son.
Matrices Hermitiennes:

Une matrice \(A\) est dite hermitienne s elle satisfait la condition \(A™* =
A\). Etablissant un lien entre les formes hermitiennes et les matrices
hermitiennes dans | es espaces vectoriels complexes, lalegon explique
comment une matrice hermitienne est construite de maniére analogue aux
matrices symétriques dans les espaces vectoriels réels a travers une base
choisie et laforme \(\langle \mathbf{ v}, \mathbf{ w} \rangle = \mathbf{ x} **
A \mathbf{ y}\).

Exemple et Propriétés:
Un exemple avec une matrice hermitienne spécifique est donné pour

démontrer |'application des formes hermitiennes, montrant comment le

produit intérieur donne des nombres réels lorsque | es vecteurs sont

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey Y‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

identiques. Les matrices hermitiennes possedent des propriétés remarquables
; par exemple, elles ont toujours des valeurs propres réelles. La preuve est
brievement esquissée, S appuyant sur la propriété hermitienne et lesrelations

entre vecteurs propres, valeurs propres, et laforme hermitienne.
Matrices Orthogonales:

Lalecon fait finalement le lien entre les formes bilinéaires symétriques et les
formes hermitiennes, introduisant le concept de matrices orthogonal es pour
les nombres réels et | é&endant aux espaces complexes en utilisant laforme
hermitienne standard. Une matrice orthogonale \(M\) dans les espaces réels
préserve le produit scalaire sous transformation, satisfaisant ala condition
\(M~AT M =1_n\) ou les colonnes sont des vecteurs orthonormés. Un concept
similaire sapplique au domaine complexe impliquant des matrices

hermitiennes.

Cette lecon construit une compréhension cohérente de |'orthogonalité, en
explorant les structures mathématiques essentielles dans divers domaines, y
comprislaphysique et I'ingénierie, et établit les bases pour une exploration

plus approfondie des matrices orthogonales et hermitiennes.

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey Y‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

Chapitre 64: L'orthogonalité

Conférence 25 : Orthogonalité

Dans la Conférence 25, nous explorons le concept d'orthogonalité dans le
contexte des espaces vectoriels et des matrices. Le chapitre commence par
définir un type spécifique de matrice appel é * matrice unitaire*, qui émerge
lorsgu'on travaille dans des espaces vectoriels complexes. Une matrice \( M
\) est désignée comme unitaire si elle satisfait a certaines conditions
équivalentes, telles que le maintien du produit intérieur lorsde la
transformation (\(\langle M\mathbf{ x} , M\mathbf{y} \rangle =\langle
\mathbf{ x} , \mathbf{y} \rangl€\)), ou lorsque la transposée conjuguée de \(
M \), notée \( M** \), est également l'inversede\( M \) \( MM™*M =1 _n;
MM -1} = M7 \)). Ces conditions rendent les matrices unitaires analogues
aux matrices orthogonales dans les espaces vectoriels réels, ou les opérations

duales se refletent I'une 'autre.

L a conférence progresse vers I'orthogonalité, un concept fondamental ot un
vecteur \(\mathbf{v}\) est orthogonal a un autre vecteur \(\mathbf{ w}\) s
leur produit intérieur est nul (\(\langle \mathbf{ v}, \mathbf{w} \rangle =
0\)). Celasétend aux sous-espaces : si un vecteur \(\mathbf{ v}\) est
orthogonal atous les vecteurs d'un sous-espace \( W'\), il est orthogonal a

|'ensemble de ce sous-espace.
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L'exemple 25.7 présente un cas intéressant ou le produit intérieur d'un
vecteur avec lui-méme est nul, mettant en lumiére des notions non standards
d'orthogonalité qui se rencontrent dans des domaines avancés comme la

relativité restreinte.

En poursuivant, on introduit la notion de * complément orthogonal*
(Définition 25.8). Pour tout sous-espace \( W \) de\( V \), le complément
orthogonal, noté \( W™Mperp\), consiste en tous les vecteurs de \( V \) qui
sont orthogonaux a chague vecteur de \( W \). Dans \( \mathbb{ R} *3\), par
exemple, sl \( W\) est un plan, alors\( W™M\perp\) est ladroite

perpendiculaire ace plan.

La question directrice examine dans quelles circonstances un espace

vectoriel \( V' \) peut étre décomposeé en somme directe d'un sous-espace et
de son complément orthogonal. Cette décomposition n'est pas universelle ;
des conditions uniques, comme des vecteurs non nuls étant orthogonaux a

des espaces entiers, peuvent se produire avec dégenérescence.

L a conférence définit également |* espace nul* (Définition 25.10),
spécifigue au complément orthogonal de I'espace entier, et le concept
connexe de *forme non dégénérée* (Définition 25.11). Pour une matrice \(
A\) décrivant une forme bilinéaire, la non-dégénérescence est liéeala

guestion de savoir si \( A \) est inversible ; si le déterminant de\( A \) est
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non nul, laforme est non dégénérée.

L 'exemple 25.13 explore comment méme des formes non dégénérées

Installez I'appli Bookey pour débloquer le
texte complet et 'audio

Essai gratuit avec Bookey k‘\


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

Promidre ;

Lrer Here partje Quest-ce
Freaud ST-ce e
“Principe de g Prramig, o
Mingg » l e

a

Pourquoi Bookey est une
application incontournable pour
les amateurs de livres

Contenu de 30min

@ Plus notre interprétation est profonde et claire, mieux vous
saisissez chaque titre.

IEI Format texte et audio
Absorbez des connaissances méme dans un temps fragmenté.

e QUiZ

—X  Vérifiez si vous avez maitrisé ce gue vous venez d'apprendre.
A Etplus

oo

Plusieurs voix & polices, Carte mentale, Citations, Clips d'idées...

\/
Essai gratuit avec Bookey~


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

Chapitre 65 Résumé: Theterm " Orthogonality” can be
trandated into French as" Orthogonalite." However, if
you're looking for a more natural expression or arelated
concept, you might refer toit as" indépendance” in
certain contexts, especially if discussing it in relation to
Ideas, functions, or dimensions. It is essential to provide
context to enhance clarity, astheterm can have specific
meanings in different fields like mathematics, physics, or
philosophy.

|f you have mor e specific sentences or a context in which
you want to use " orthogonality," feel freeto sharel!

Lecture 26 : La Formule de Projection - Résumeé

Dans cette conférence, nous explorons les concepts de formes symétriques et
hermitiennes, qui sont des types particuliers de formes bilinéaires sur les
espaces vectoriels. Ces constructions mathématiques sont essentielles pour
comprendre les structures au sein des espaces vectoriels, en particulier en ce
gui concerne |'orthogonalité, un concept crucial tant en algebre linéaire que

dans ses applications.

26.1 Révision : Formes Symétriques et Her mitiennes
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Nous commencons par revisiter les formes bilinéaires, en nous concentrant
sur les formes symétriques pour les espaces vectoriels réels et les formes
hermitiennes pour |es espaces vectoriels complexes. Une forme symétrique
est celle dont I'ordre des vecteurs n'a pas d'importance, tandis qu'une forme
hermitienne impligue une conjugaison complexe, ce qui larend naturelle

pour les espaces complexes.

La conférence souligne I'importance des formes non dégeénérées, qui sont
celles ou aucun vecteur non nul n'est orthogonal atous les autres vecteurs.
Cela se caractérise par le fait que la matrice de laforme a un déterminant
non nul. Les formes non dégénérées sont essentielles, car elles garantissent
gue |'espace des vecteurs orthogonaux a l'ensemble de I'espace vectoriel se
réduit au vecteur nul, maintenant ainsi un niveau d'intégrité et de cohérence

mathématique.

26.2 Orthogonalité

L'orthogonalité est explorée a travers un théoreme clé concernant la
restriction d'une forme bilinéaire a un sous-espace. Ce théoréme stipule que
si une forme est non dégénérée sur un sous-espace \( W \), alors I'espace

entier \( V' \) peut étre décompose en une somme directe de\( W'\) et de son
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complément orthogonal \( WM\perp\). La notation de somme directe \( V =
W \oplus WMperp \) signifie que chague vecteur de \( V' \) peut étre exprimé
de maniére unigue comme une somme d'un vecteur dans\( W \) et d'un

vecteur dans\( WM\perp \).

Nous examinons la preuve de ce theoréme, reconnaissant que lorsgque la
forme est non dégenérée, I'intersection de \( W \) et de \( WMperp\) est le
vecteur nul, assurant ainsi leur exclusivité mutuelle en tant que sous-espaces.
Une transformation linéaire est définie al'aide de laforme hermitienne,
reliant \( V \) al'espace \( C*k \). En examinant les dimensions, le théoreme
est renforcé par la considération du noyau et de I'image de cette

transformation.

Le mapping \( W \oplus WMperp \rightarrow V \) est également exploré
pour démontrer cette décomposition unigue. L 'absence d'un noyau dans ce
mapping renforce ladigointeté de \( W \) et \( WMNperp\), solidifiant ainsi la

relation de somme directe en tant que décomposition exacte de\( V' \).

L es idéestirées de cette théorie sont particuliérement utiles pour simplifier
des problémes complexes par induction, car €lles permettent de diviser de
maniere fiable les propriétés et opérations sur |'ensemble de I'espace \( V' \)

en analyses séparées sur \( W \) et \( WMperp)\).

En conclusion, la compréhension de la projection et de la décomposition des
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espaces vectoriels a travers des formes symétrigues et hermitiennes permet
de naviguer efficacement et d'utiliser des concepts d'algebre linéaire dans

des contextes mathématiques et appliqués plus larges.
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Chapitre 66 Résumé: Bases orthogonales

Chapitre 26 : La Formule de Projection

26.3 Bases Orthogonales

Dans I'éude de I'algebre linéaire, on peut simplifier les représentations
matricielles en changeant de bases. Plus précisément, toute matrice peut étre
transformée en saforme normale de Jordan, et si elle ades valeurs propres
distinctes, elle peut étre diagonalisee. Ce chapitre explore une simplification
similaire pour les matrices représentant des formes bilinéaires. La question
essentielle posée est : comment pouvons-nous exprimer simplement une
forme bilinéaire, étant donné un espace vectoriel \( V' \) et une forme

bilinéaire \( \langle \cdot, \cdot \rangle\) ?

Pour y répondre, nous devons établir une base orthogonale par rapport ala
forme bilinéaire. Pour les formes symétriques ou hermitiennes, qui satisfont
\(\langle v, w \rangle = \langle w, v \rangle\) ou leur homologue conjugué
complexe, tout espace vectoriel \( V \) possede une base orthogonale \( \{
v_1,\ldots, v_n\} \). Une base orthogonale signifie que pour deux vecteurs

de base différents\(v_i\) et\(v_j\),ona\(\langlev i, v _j \rangle=0\).

Théor éme 26.2 explique que lorsque vous représentez la forme bilinéaire
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al'aide d'une base orthogonale, la matrice résultante est diagonale. Cela est
dd au fait que le produit scalaire, qui détermine les entrées de la matrice, est
nul pour des vecteurs de base différents. La preuve se fait par induction sur

ladimensionde\( V' \) :

1. Cas1l: Sil existe un vecteur \( u\) tel que\(\langle u, u\rangle\neq 0
\), alors le sous-espace unidimensionnel \( W = \text{ Span} (u) \) est
dégénéré. Par hypothése d'induction, le complément orthogonal de\( W),
noté \( W™M\perp \), possede une base orthogonale \( \{ v_2, \ldots, v_n\} \).
Ains, \(\{ u, v_2,\ldots, v_n\} \) forme une base orthogonale pour \( V \).

2. Cas2: S chaque vecteur \( v \) dans\( V) satisfait \( \langlev, v
\rangle =0\), celaimplique \( \langle v, w \rangle = 0\) pour tous les
vecteurs \( v, w\). Dans ce cas, toutes |es bases sont intrinsequement
orthogonales. Cela découle de |'examen du produit scalaire d'une somme de
vecteurs, \( \langlev + w, v + w \rangle = 0\), ce qui se développe et

implique\( \langle v, w \rangle=0\).

Ladiscussion est encore affinée dans Corollaire 26.3. Ce dernier affirme
gue \( V \) possede une base orthogonale \( \{ v_1, \ldots, v_k\} \) ou
|'auto-pairage de chaque vecteur \( \langlev_i, v_i \rangle\) est soit 1, -1,
soit 0. La preuve consiste a normaliser les vecteurs de base orthogonaux
existants\( \{ x_1, \Idots, x_k\} \) : si \(\langlex_i, x_i \rangle=0\), on

pose\(v_i =x_i\). Sinon, on normalise\( x_i \) pour obtenir \( \langlev i,
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v_i \rangle =\pm 1\) en gjustant la magnitude selon le signe du produit

scalaireinitial.
En résumé, ce chapitre éclaire le processus de choix d'une base optimale qui

simplifie la représentation des formes bilinéaires, tout comme la

diagonalisation simplifie |'étude des transformations lineaires.
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Chapitre 67 Résumé: Formule de Projection

#H# Lecture 26 : Laformule de projection

Cette lecon explore les concepts de formes non dégenérées et de formes

positives définies au sein des espaces vectoriels, ains que leurs applications

en algebre linéaire. En considérant un produit interi
dégenéré, les valeurs £1 se rencontrent, salignant avec la définition standard
ou'ev, vé > 0 pour des vecteurs non nuls v, ce qui si
apparaissent dans de telles bases. Celareflete le produit scalaire ou le

produit hermitien standard dans certaines bases.

Laloi de Sylvester : Un point central est laloi de Sylvester, qui stipule

gue pour un espace vectoriel donné V muni d'une fo
de 1s, -1s et Os sur la diagonale sont déterminées un
indépendamment des bases orthogonales choisies. Cet ensemble de nombres
invariant est appelé la signature de laforme. Par exemple, dans le cadre dela

relativité restreinte, la signature pourrait apparaitre comme (3, 1, 0).

En termes de matrices, laloi de Sylvester implique gque toute matrice
symétrique A peut étre diagonalisée par une transformation orthogonale en
une matrice diagonal e dont la diagonale ne comporte que des 1s, -1s, et 0s.

Si A est définie positive, c'est-a-dire que xX@Ax > 0
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telle que P@AP soit égale a une matrice identité In,
ou Q = P{1. Ces résultats s'appliqguent également aux

remplacant la transposition par |'opération adjointe.

L aformule de projection : Une partie de lalegon se concentre sur la

formule de projection dans les espaces vectoriels. Si I'on considere un

espace vectoriel V avec une forme'e-, 'é et un sous-e
le Théoréme 26.1 affirme que V peut étre exprimé comme une somme

directe de W et de son compléement orthogonal W"¥, d
V peut étre écrit de maniére unique sous laformev = w + u avec w dans W

et u dans W"¥. La projection orthogonale, notée A, a

dans V sa composante dans W.

Pour calculer les composantes w et u, on utilise des projections

orthogonales. Pour un vecteur v, A transforme v en \
résidu u est orthogonal a W. Ceci est important dans |I'approximation de

données et les applications géomeétriques, ressemblant alarégression des

moindres carrés en science des données.

Exemple : Considérons V comme R3 avec le produit sca
comme |'espace engendré par les vecteurs (1, 1, 1) et (1, 1, -2). Pour un

vecteur comme (1, 2, 3), les calculs des produits intérieurs et les projections
affirment comment A opére pour donner le vecteur |e

vérifiant la décomposition orthogonale en montrant ¢
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orthogonal aux deux vecteurs de base dans W. Cette approche smplifie la
décomposition vectorielle en ses composantes dans | es sous-espaces choisis,
facilitant ainsi |a compréhension des formes bilinéaires dans des études

avancées.
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Chapitre 68: Algorithme de Gram-Schmidt

Dans lalegon 27, nous explorons les concepts d'espaces euclidiens et
hermitiens, en nous plongeant dans les projections orthogonales et en
introduisant I'algorithme de Gram-Schmidt. Cette legon Sappuie sur des
discussions antérieures concernant les espaces vectoriels et |'orthogonalite,
dans le but d'offrir une compréhension plus profonde de la maniére de gérer

les projections et d'établir des bases orthonormeées.

Proj ections orthogonales et décomposition : Nous commencons par une
revision de la projection orthogonale, qui divise un espace vectoriel \( V' \)
en une somme directe d'un sous-espace \( W' \) et son complément

orthogonal \( WM perp \). Pour une base orthogonale donnée de \( W \), une
formule est fournie pour calculer les projections de vecteurs sur \( W \),
garantissant que tout vecteur \( v \) dans\( V \) peut étre exprimé comme une

somme de sa projection sur \( W'\) et d'une composante orthogonale a\( W

).

Espaces euclidiens et hermitiens: Ces espaces sont définis par leurs
appariements positifs définis. Un espace euclidien est un espace vectoriel
réel avec une forme bilinéaire symétrique qui est positive définie, ce qui
signifie\(\langle v, v \rangle > 0\) pour tous les vecteurs non nuls. De
méme, un espace hermitien est un espace vectoriel complexe avec une forme

hermitienne satisfaisant |a méme condition. Une propriété clé de ces espaces
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est |'existence d'une base orthonormée ou les produits scalaires se
comportent comme des produits euclidiens ou hermitiens standards,
simplifiant ains les opérations algébriques. La positivité de ces

appariements garantit |a non-dégénérescence de tout sous-espace.

L 'algorithme de Gram-Schmidt : Cet algorithme est une méthode
pratique pour convertir n‘importe quelle base d'un espace euclidien ou
hermitien en une base orthonormée, ce qui est essentiel pour simplifier les
manipulations vectorielles. Le processus consiste a construire de maniére
itérative des vecteurs orthogonaux a partir des vecteurs de base d'origine, en
normalisant chacun d'eux pour garantir une longueur unitaire. En
commencant par une version mise al'échelle du premier vecteur de base,
chaque vecteur suivant est orthogonalisé par rapport atous les précédents
puis normalisé. L'utilisation de projections garantit que chaque nouveau

vecteur maintienne I'orthogonalité par rapport a ceux dgatraités.

L'algorithme peut également étre présenté sous forme matricielle, ou la
transformation d'une matrice de vecteurs de base en une matrice
orthonormée implique une multiplication par une combinaison de matrices
triangulaires supérieures (représentant | es étapes de normalisation) et de

matrices orthogonal es (capturant I'orthogonalisation).

Discussion sur |'orthogonalité: Lalecon aborde la question de ce que

signifie pour des vecteurs d'étre orthogonaux dans différents contextes, se
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référant spécifiquement au produit scalaire standard lors de la discussion sur
les espaces euclidiens. La prise en compte d'appariements non positifs
définis peut mener a des notions d'orthogonalité non conventionnelles, ce
qui peut aboutir a des structures algébriques intéressantes et sera exploré

plus en détail lors de futures discussions.

Dans |'ensemble, cette lecon renforce le cadre théorique du travail avec des

espaces vectoriels en reliant des concepts abstraits a des algorithmes

nratialiecs comme 'al aorithme de Gram-<chmidt illiictrant letir iitilité notir
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Chapitre 69 Résumé: OpérateursLinéaires Complexes

### Résumeé de la Conférence 27 : Espaces Euclidiens et Hermitiens

#H##H Opérateurs Linéaires Complexes

Dans cette partie de la conférence, |'accent est mis sur les opérateurs
linéaires dans | es espaces hermitiens. Un espace hermitien est un espace
vectoriel équipé d'une forme hermitienne, qui est I'analogue complexe du
produit scalaire. Les opérateurs linéaires, qui sont des fonctions reliant un
espace vectoriel alui-méme, sont étudiés dans ce contexte, en mettant

I'accent sur la notion d'opérateur adjoint dans le cadre complexe.
Opérateur Adjoint :

Un opérateur adjoint \( T"* : V \rightarrow V \) est défini de sorte que pour
tous les vecteurs\( v \) et \( w ) dans |'espace hermitien, larelation de
produit scalaire \( \langle Tv, w \rangle = \langle v, T"*w \rangle\) est
vérifiée. Cette propriéte implique que I'adjoint est déterminé de maniére

unigue par les produits scalaires et est indépendant de |a base choisie.

Opérateur Hermitien :
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Un opérateur linéaire\( T \) est classé comme hermitiensi \( TA* =T )\).
Cette équivalence garantit que \( \langle Tv, w \rangle = \langle v, Tw

\rangle\), cohérent avec une propriété auto-adjointe.
Opérateur Unitaire:

Un opérateur \( T \) est unitaire sil préserve le produit scalaire, c'est-a-dire
gue\( \langle Tv, Tw \rangle = \langle v, w \rangle\) pour tous les vecteurs.

En termes de matrices, une matrice unitaire satisfait \( UUMN =1 \).
Opérateur Normal :

Un opérateur \( T \) est considéré normal si \( T"*T = TT"* \), englobant des
propriétes alafois des opérateurs hermitiens et unitaires. Les opérateurs
normaux garantissent que le produit scalaire \( \langle Tv, Tw \rangle\) se

comporte de maniere cohérente sous des transformations spécifiques.

Les matrices normales, un sous-ensemble de matrices définies par la
condition \( MM = MM”* \), peuvent étre construites pour illustrer ces
propriétés. Certaines matrices peuvent étre normales mais ni hermitiennes ni

unitaires, comme |'exemple donné.

Théoreme Spectral :
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Ce théoreme fondamental stipule que dans un espace hermitien avec un
opérateur normal \( T \), il existe une base orthonormée ou chague vecteur de
base est un vecteur proprede\( T'\). Celaimplique que \( T \) peut étre
diagonalisé al'aide de cette base, améliorant ainsi |'efficacité des calculs en
évitant des formes complexes comme laforme de Jordan. En termes de
matrices, cela correspond au fait que pour une matrice normale\( M \), il
existe une matrice unitaire \( P\) telle que larelation \( P**MP\) donne une

matrice diagonale.
Comparaison avec les Espaces Euclidiens:

Pour les espaces euclidiens, la situation analogue est |égérement différente.
Alors que les opérateurs symétriques dans un cadre euclidien ont
effectivement des bases propres orthonormeées, cela ne sétend pas

necessai rement aux matrices orthogonales générales, car certaines matrices
orthogonales, comme |les matrices de rotation, manquent de vecteurs propres
réels. Aing, |'application directe du théoreme spectral dans les espaces

hermitiens contraste avec certaines limitations dans les espaces euclidiens.

Cette conférence pose | es bases pour comprendre le théoréme spectral et
prépare une exploration plus approfondie de I'influence des matrices
normales sur lathéorie des opérateurs linéaires dans les conférences

suivantes.
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Pensee Critique

Point Clé: Théoreme spectral dans les espaces hermitiens
Interprétation Critique: Imaginez-vous a un carrefour d'un paysage
vaste et complexe d'algebre, ou le théoreme spectral se révele comme
un phare de clarté et de transformation. Ce théoréme offre une fagon
puissante d’ aborder la complexité avec simplicité, en montrant que
chague opérateur normal dans les espaces hermitiens peut étre
élégamment transformé en une forme ou ses vérités

fondamental es—ses vecteurs propres et ses valeurs propres—sont
mises ajour dans une base orthonormée. Dans lavie, celarefléte le
concept que, au milieu de la complexite et du chaos, existe une
symétrie et un ordre intrinseques en attente d’ étre découverts. Tout
comme ce théoreme simplifie les équations et améliore I’ efficacité
computationnelle, reconnaitre et appréecier les motifs sous-jacents dans
les défis de votre vie peut éclairer des chemins vers des solutions que
VOUS N'aviez jamai s envisagees auparavant. Embrassez |a sagesse du
théoréme spectral dans votre parcours, transformant I'abstrait en

progres et en perspectives tangibles.
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Chapitre 70 Résumé: L e théoreme spectral

L ecture 28 : Le Théoreme Spectral

Dans cette conférence, nous explorons le Théoréme Spectral, une découverte
fondamentale en algebre linéaire qui décrit les propriétés des opérateurs
linéaires normaux et symétriques ainsi que les matrices qui les représentent.
Nous commencons par revoir les espaces hermitiens, qui sont des espaces
vectoriels complexes dotés d'une forme hermitienne définie positive. Dans
ce contexte, un opérateur linéaire \( T \) possede un adjoint \( T"* \) tel que
le produit scalaire \(\langle v, Tw \rangle = \langle Tv, w \rangl€\). Nous
qgualifions\( T\) denormal si \( TTA* =TT \).

L e Théoreme Spectral

Ce théoréme a des implications significatives tant pour |es espaces vectoriels
complexes gque réels. Dans un espace vectoriel hermitien (complexe) \( V' \),
pour tout opérateur linéaire normal \( T \), il existe une base eigen
orthonormée pour \( V \). Celaimplique que pour toute matrice normale \( M
\in GL_n(\mathbb{ C})\), il existe une matrice unitaire\( P\) qui peut
diagonaliser \( M \). En parall€éle, le résultat analogue pour les espaces

euclidiens (rédls) indique que dans un espace vectoriel avec un opérateur
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symétrique \( T \), il existe une base eigen orthonormee telle que toute
matrice symétrigue \( M \in GL_n(\mathbb{ R} ) \) peut étre diagonal ée par
une matrice orthogonale. De plus, on garantit que les valeurs propres des

matrices symétriques réelles sont des nombres rédls.

Exemples

Considérons la matrice symétrique :

\[
M =\begin{ pmatrix} 3& -1\\-1 & 3\end{ pmatrix}
\

Pour cette matrice, les vecteurs propres et leurs valeurs propres
correspondantes peuvent étre explicitement calculés. Dans un espace a deux
dimensions, le changement de base en utilisant des vecteurs propres
orthogonaux ne produit qu'une simple rotation, ce qui permet de diagonaliser
|a matrice en termes de ces vecteurs. Celarefléte I'essence du nom du
théoreme, car les valeurs propres (souvent appel ées e spectre) dévoilent la

structure intrinseque de |'opérateur.

Preuve et Lemmata Liésau Théor eme Spectral
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Deux lemmes clés soutiennent notre compréhension :

1. Lemme 1 : Pour un espace hermitien \( V' \) et un opérateur normal \(
TYV), s \(W)) est un sous-espace invariant sous\( T \), alors son

complément orthogonal \( W™N\perp\) est invariant sous I'adjoint \( TA* \).

2.Lemme2: S \( Tv=\lambdav ), alors\( T"*v =\lambda v \), ce qui
indique que\( T\) et \( T** \) partagent les mémes vecteurs propres, avec

des valeurs propres liées par conjugaison.

La preuve du Théoréme Spectral utilise une induction sur ladimension de \(
V), stratifiant \( V' \) en sommes directes de vecteurs propres orthogonaux.
Pour un corps \( F = \mathbb{ C} \), un vecteur propre existe toujours, ce qui
permet la construction itérative d'une base propre en normalisant les vecteurs

de sorte que tous les sous-espaces restent non degénérés sous\( T'\).
Question de|'Etudiant :

Pourquoi |le théoréme ne sapplique-t-il pas de la méme maniére sur lesréels
? Pour les nombres réedls, il n'est pas toujours possible de garantir une paire

vecteur propre/valeur propre pour des opérateurs normaux. Cependant, les

matrices symetriques assurent des valeurs propres reelles, posant ains les
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bases de I'induction.

Applications

L e théoreme facilite I'analyse des formes quadratiques. Pour une fonction
quadratique \( f(x, y) = ax"2 + bxy + cy”*2\), représentée par une matrice, le
Théoreme Spectral permet de I'exprimer atravers un changement de base
orthogonal, ou sa complexité se réduit a une forme impliquant uniquement la

diagonale principale.

Dans des mathématiques plus larges, comme le calcul multivariable, le
Théoreme Spectral sous-tend des techniques comme le test de dérivée
seconde, essentiel pour évaluer les points critiques en déterminant les signes

des valeurs propres d'une matrice symétrique.

Conclusion

Dans I'ensemble, |a capacité du Théoréme Spectral a simplifier desformes
matricielles complexes et son utilité dans divers domaines mathématiques

soulignent son importance fondamentale dans I'algebre linéaire et au-dela.
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Chapitre 71 Résumé: Géomeétrie des groupes

Résumédela Conférence 29 : La Géométrie des GroupesLinéaires

Dans cette conférence, nous explorons les groupes linéaires, qui sont des
sous-groupes particuliers de matrices caractérises par des propriétés de
préservation specifiques issues de I'algebre linéaire. L'étude se concentre
principalement sur les matrices définies sur les nombres réels et complexes,

ce qui méne a d'importants sous-ensembles respectant ces propriétés.
Groupes Linéaires Définis sur lesNombres Réels:

1. GroupeLinéaire Général (GL_n(R)): Il sagit du groupe de toutes les

matrices n x n inversibles sur les nombres réels.

2. Groupe Linéaire Spécial (SL_n(R)) : Sous-ensemble de GL_n(R), ce
groupe se compose de matrices dont le déterminant est égal a 1, préservant

ains le volume.
3. Groupe Orthogonal (O_n(R)) : Ce sont des matrices orthogonales au

sein de GL_n(R) qui préservent le produit scalaire (ou lalongueur des

vecteurs), ce qui signifie que pour deux vecteursv et w, leur transformation
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maintient leur produit intérieur, '€Av, Aweé ='ev, we.
4. Groupe Orthogonal Spécial (SO_n(R)) : Il sagit de I'intersection de

SL_n(R) et O_n(R), composée de matrices ayant un déterminant de 1 et

préservant les longueurs des vecteurs.

Groupes Linéaires Définis sur lesNombres Complexes:

1. Groupe Linéaire Général (GL _n(C)) : Semblable a son homologue
rédl, il comprend toutes les matrices n x ninversibles sur les nombres

complexes.

2. Groupe Linéaire Spécial (SL_n(C)) : Comprend des matrices avec un

déterminant de 1, analogue a SL_n(R) mais pour les nombres compl exes.
3. Groupe Unitaire (U_n(C)) : Composé de matrices unitaires qui
préservent laforme hermitienne, équivalent complexe du produit scalaire

réel. Pour les matrices unitaires, 'eAv, Awé ='ev, we.

4. Groupe Unitaire Spécial (SU _n(C)): L'intersection de SL_n(C) et

U_n(C), il sSagit de matrices unitaires avec un déterminant égal a 1.

Préservation d'Autres Formes Bilinéaires :

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey Y‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

Au-dela du produit scalaire traditionnel, les groupes linéaires peuvent
également étre définis en termes d'autres formes bilinéaires, tellesque |l _p,q,
impliquant des matrices qui préservent laforme dans des configurations

particulieres, menant a des sous-groupes intéressants dans GL_n(R).

Géométrie et Métriques:

Un aspect clé des matrices sur les nombres réels ou complexes,
contrairement aux corpsfinis, est la notion inhérente de distance. GL_n(R)
peut étre considéré dans R*\n"2, ce qui nous permet d'appliquer des
métriques pour déterminer si deux éléments sont proches. Cette perspective
géométrigue sur les groupes linéaires enrichit la compréhension de leurs

propriétes et de leurs transformations.

En résumé, cette conférence met en lumiere les propriétés de préservation
structurées des groupes linéaires au sein des cadres réels et complexes,
établissant des liens entre les structures algébriques et les interprétations
géométriques, offrant ainsi une compréhension plus approfondie de leur

importance en algebre linéaire.
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Chapitre 72: La géométrie de SU(2)

#i## Cours 29 : Lagéométrie de SU(2)

H#HH# V ue d'ensemble

Dans ce cours, nous explorons |'interaction fascinante entre latopologie, la
géométrie et |a théorie des groupes, en nous concentrant spécifiquement sur
les groupes de Lie — un ensemble de groupes infinis ou continus ou la
notion d'ééments étant "proches les uns des autres' est bien définie.
Contrairement aux groupes finis ou discrets, les groupes de Lie permettent
de discuter des suites convergeant vers un point, goutant ainsi une couche

d'interprétation géomeétrique a des structures algébriques abstraites.

L e cours examine comment |la structure de groupe et la topologie s integrent,
en mettant |'accent sur les groupes qui forment des variétés continues, telles
gue SU(2), un groupe de dimension supérieure qui exhibe des structures
mathématiques riches. Comprendre cette géométrie peut offrir des apercus
plus profonds sur les propriétés des groupes.

#Hit# Concepts clés et structures mathématiques

Groupes avec forme et continuité
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Un groupe est traditionnellement compris comme un ensemble d'é éments
avec une loi de multiplication et des inverses. Pour des groupesdeLie
comme SU(2), les opérations de multiplication et d'inversion sont continues,
ce qui signifie que de petites perturbations dans les é éments entrainent de
petites perturbations dans leur produit ou leursinverses. Cette continuité est

liée alatopologie, introduisant une nature géometrique a ces groupes.
Visualiser SO(2).

Un exemple illustratif est SO(2), |e groupe des rotations en deux dimensions,
gqui peut étre représenté comme un cercle (ou |l'angle
pour chaque angle de rotation ). Ce concept est étet

groupes plus complexes comme SU(2).
SU(2) : Définitions et propriétés

SU(2), le groupe unitaire spécial, se compose de matrices complexes 2x2
dont le déterminant est égal a 1 et dont la transposée conjuguee est I'inverse.
L es matrices dans SU(2) peuvent étre paramétrées a l'aide de quaternions (un
analogue a quatre dimensions des nombres complexes), ce qui hous conduit

aexplorer sagéométrie.

#HHH# Analyse détaillée
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Quaternions et SU(2):

L es quaternions étendent |es nombres complexes, introduisant de nouvelles
unités imaginairesi, j, k, permettant ainsi de représenter des matrices 2x2.
Les matrices de SU(2) peuvent étre exprimées sous forme quaternionique,
menant alaréalisation que SU(2) est un sous-ensemble des quaternions ou
la somme des carrés est égale a un, une condition formant une 3-sphere dans

I'espace a4 dimensions.

Comprendrela 3-sphere

Une 3-sphere, analogue a une 2-sphéere (une sphere ordinaire dans trois
dimensions), réside dans quatre dimensions. Sa géométrie est conceptualisee
atravers lalatitude (tranches de spheres de tailles différentes) et leslignes de
longitude (cercles intersectant les pdles), fournissant une structure pour
comprendre SU(2).

#H##H Structure de groupe et géomeétrie

Classes de conjugaison et latitudes

L es classes de conjugaison dans SU(2), fondamentales pour comprendre la

symétrie du groupe, salignent avec les latitudes sur la 3-sphere. Celarelie
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les propriétés algébriques (conjugaison) au découpage géométrigue, révélant

gue chaque latitude représente une classe de conjugaison.

Installez I'appli Bookey pour débloquer le
texte complet et 'audio
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Chapitre 73 Résumé: The English word " Longitudes'
can betrangated into French as" Longitudes,"” sinceit is
aterm commonly used in both languages. If you're
looking for an expression or a context that relatesto
"longitudes," you might say:

"Leslongitudes et leslatitudes' (Longitudes and
latitudes)

|f you need a different context or specific expression,
please provide more details!

Lalegon 30 explore le Groupe Unitaire Spécial, noté SU(2), un sous-groupe
essentiel au sein du groupe des matrices inversibles. Les fondations de cette
discussion sont posées dans des cours précédents, ou il a été établi que de
tels groupes possedent des formes et des structures geéomeétriques inhérentes
qui les distinguent des groupes finis ou discrets. En particulier, SU(2) est
étudié dans |e contexte des quaternions, un systeme de nombres qui étend les
nombres complexes, exprimé comme\( H =\{x_0l + x_1i + x_2] + x_3k\}

\).
Ladéfinition de SU(2) est donnée par :

\[ \text{ SU}(2) := \{ A\in\text{ GL} 2(\mathbb{C}) \mid A**A =1, \det A
=1\ \]
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ou GL2(C) représente le groupe linéaire général des matrices 2x2 sur les
nombres complexes, A* est latransposée conjuguée de A, et | est lamatrice

identité.

|l est important de noter que SU(2) correspond ala sphere 3\( S*3\) dans\(
\mathbb{R}*4\), ou\(x 0+x 1+x 2+ x_3=1\). Un aspect noteworthy
abordé est que seule les spheres de dimension 1 et 3 peuvent avoir une
structure de groupe parmi les spheres. Cette propriété est unique a ces
dimensions et ne s éend pas aux autres, reflétant des principes topologiques

plus profonds.

Dans I'exploration des propriétés geométriques de la sphéere 3liéesala
structure de groupe, lalecon considere les latitudes, définies comme des
tranches horizontales, \( \text{ Lat} c=\{ x 0=c\} \cap S"3\) pour \( -1
\legc\leq 1\). Il est montré que ces latitudes forment les classes de
conjugaison de SU(2), I'équateur \( \text{ Lat} 0\), noté E, étant un point de

référence central.

L e discours se poursuit avec le concept de longitudes, qui sont des cercles
passant par les pdles nord et sud de la sphére. Formulée de maniéere formelle,
pour un point \( x \in E\), lalongitude associée est définie par \(

\text{ Long} x = \text{ Span} (I, x) \cap S*3\), ou Span(l, x) est un plan de

dimension 2, et |'intersection donne un cercle unité.
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Le théoréme 30.2 souligne une propriété significative : pour chaque \( x \in
E\), \(\text{ Long} x\) forme un sous-groupe de SU(2). Une carte
spécifique, caractérisée par \( \theta\mapsto \cos \theta | + \sin \theta x \), est
établie comme un isomorphisme entre \( \mathbb{ R} /2\pi\mathbb{ Z} \) (le
groupe cercle) et \( \text{ Long} x\), affirmant que ces longitudes sont des
groupes a part entiere. La preuve implique de valider cette structure pour un
cas particulier ou \( x =1 \), et de démontrer comment le produit des

éléments au sein de \( \text{ Long} i \) respecte les propriétés de groupe.

Dans I'ensemble, cette lecon met en évidence le lien intrinséque entre la
géométrie et |a théorie des groupes, enrichissant la compréhension de la
maniere dont des structures al gébriques complexes se manifestent au sein de

cadres tangibles et visuels.
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Chapitre 74 Résumé: Conjugaison et le groupe
orthogonal

Lecture 30 : Legroupe unitaire spécial et les groupesa un parameétre

Dans cette conférence, nous plongeons dans les propriétés et la structure du

groupe unitaire special SU(2), en nous concentrant sur des concepts tels que
les classes de conjugaison, les centralisateurs et les relations avec le groupe

orthogonal SO(3).

30.1 Introduction a SU(2) et ses sous-gr oupes .

L a conférence commence par I'exploration de SU(2), un groupe composé de
matrices complexes 2x2 ayant un déterminant égal a 1. Ce groupe est
essentiel en mécanique quantique et en physique théorique pour décrire le
spin et d'autres états quantiques. Un sous-groupe important au sein de SU(2)
est le sous-groupe circulaire, qui ressemble au cercle unitaire complexe. Ces
sous-groupes, appelés "longitudes’, sont fermes sous la multiplication, car
ils satisfont a certaines propriétés similaires a celles de la multiplication sur

le plan complexe.

30.2 Conjugaison dans SU(2) :
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L e concept de conjugaison est fondamental ici. Les éléments de SU(2)
peuvent étre conjugués, ce qui signifie qu'un éément peut étre transformeé en
un autre dans la méme structure de groupe. Par exemple, un élément peut
sexprimer sous laforme\( x = P{-1}iP\), ou\(i \) représente un point
équatorial dans SU(2). En conséquence, les longitudes, étant conjuguées les

unes aux autres, forment des sous-groupes circulaires au sein de SU(2).
30.3 Propriétésthéoriques des groupes et centralisateurs:

L a conférence met ensuite en lumiére les centralisateurs, qui sont I'ensemble
des é éments qui commutent avec un éément donné. Plus précisément, les
centralisateurs d'é éments comme \( i \) dans SU(2) sont discutés. On montre
gue le centralisateur d'un élément est salongitude, c'est-a-dire que\( Z(i) =
Longi \). De plus, |es classes de conjugaison possedent des interprétations
géométrigues fascinantes. Par exemple, il existe une bijection entre ces
classes et |es cosets du centralisateur, représentée geéometriquement comme
une mapping d'une 3-sphere a une 2-sphére, illustrant une construction

topol ogique complexe mais magnifique.
30.4 SU(2) et le groupe orthogonal :
L a conférence se termine par I'examen de SU(2) et de son action sur un

espace vectoriel. En particulier, SU(2) agit de maniére transitive sur un

éguateur, préservant lalongueur des vecteurs, ce qui définit un
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homomorphisme \( \rho\) de SU(2) vers GL (3, R), le groupe des matrices
inversibles 3x3. Cet homomorphisme est toutefois contraint aux isomeétries
(applications préservant les longueurs). |1 se réduit donc a une application \(
\rho : SU(2) \to O(3) \).

Etant donné que SU(2) est connexe, ce qui signifie que n'importe quels deux
points du groupe peuvent étre reliés par un chemin continu, le déterminant
de\( \rho(g) \) demeure constant dans tout |le groupe. Cela détermine que \(
\rho : SU(2) \to SO(3) \), puisgue le déterminant des transformations
orthogonales en trois dimensions doit étre 1 (garantissant qu'il sagit de

rotations, et non de réflexions).

Cette conférence tisse ensemble la théorie des groupes avec |la géométrie et
latopologie, offrant des apercus profonds sur |'interaction entre les structures
algébriques et geométriques. Méme sans saisir chagque détail, on peut
apprécier comment les propriétés abstraites des groupes algebriques se

manifestent sous forme de configurations géométrigues é égantes.
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Chapitre 75 Résumé: Groupes a un parametre

Dans lalecon 30, I'accent est mis sur la compréhension du groupe unitaire
spécial \(SU_2\) et du concept de groupes a un parametre. Ces discussions
abordent des concepts mathématiques avancés, visant afournir des

perspectives a la fois géométriques et algébriques.

Groupe Unitaire Spécial et | nterprétation Géométrique :

La note 30.4 introduit un homomorphisme d'une matrice complexe \(2 \times
2\) vers une matrice réelle \(3 \times 3\), mettant en lumiére le processus de
transformation. Au lieu de senliser dans des détails algébriques, 1alecon
encourage une perspective géométrique en examinant |'action de \(SU_2\)
sur ses classes de conjugaison. Ici, \(SU_2\), le groupe unitaire spécial de
degré 2, est un concept fondamental en physique, souvent utilisé en

meécani que quantique pour représenter certaines opérations de symétrie.

Lanote 30.5 approfondit la géomeétrie de \(SU_2\), en particulier ses
interactions avec la sphere de dimension 3, un analogue a haute dimension
d'une sphére. Elle laisse entrevoir la détermination des angles et des axes de
rotation liés a des points sur cette sphere. La session souligne |'élégance des
constructions théoriques de groupes et la maniéere dont elles peuvent étre

visualisées. Elle aborde la continuité de la représentation, ou la continuité
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dans une transformation mathématique garantit que la sortie varie de
maniere fluide avec les changements de |'entrée. Plus précisément, la
continuité de la carte \(\rho(g)\) peut étre comprise atravers des formules
explicites, démontrant ainsi son placement dans le groupe orthogonal spécial

\(SO_3\) par un raisonnement géometrique.

Comme précise lors d'une question des étudiants, |'action de \(SU_2\) sur un
ensemble \(E\) sefait par conjugaison, ce qui, en theorie des groupes, fait
référence alatransformation des €l éments par un él ément de groupe fixe,

entrainant une action transitive sur les classes de conjugaison.

Groupesa Un Paramétre:

Ladéfinition 30.6 déplace |'attention vers les groupes a un parametre, des
homomorphismes différentiables des nombres réels \(\mathbb{ R}\) vers
\(GL_n(\mathbb{ R} )\) ou \(GL_n(\mathbb{ C})\), ou \(GL_n\) représente le
groupe des matrices inversibles \(n \times n\). Ce concept établit une
analogie avec des mappages de structure plus simples des entiers
\(\mathbb{ Z}\) vers un groupe \(G\), en soulignant la nature
unidimensionnelle simple des nombres réels comparativement a d'autres

groupes comme ceux des cercles.

Les exemples 30.7 et 30.8 fournissent des instances de groupes a un
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parameétre. Plus précisément, pour \(SU_2\), une carte impliquant des
fonctions trigonomeétriques comme le sinus et e cosinus définit un groupe a
un parametre, visualisé comme des longitudes sur une sphére. Pour \(n=1\),
la carte exponentielle \(eM\aphat}\), ou\(\alphal) est un nombre complexe,
forme un autre groupe a un parametre, illustrant comment les exponentielles

facilitent les opérations de groupe.

L a note 30.9 mentionne brievement que, bien que les preuves de
différentiabilité soient cruciales, elles dépassent |e cadre de cet apercu et

reposent sur des identités trigonométriques pour validation.

Ladiscussion vers lafin explore I'exponentielle d'une matrice \(A\), utilisant
le développement en série de puissance pour définir \(eMA\). Cette expansion
maintient la convergence et donne une signification significative a\(e*A\)
dans |'analyse matricielle, faisant écho aux propriétés de lafonction
exponentielle standard. La préservation de I'exponentielle sous conjugai son
et sa compatibilité avec les vecteurs propres sont significatives, permettant a
\(e™{tA}\) de former un groupe a un parametre dans \(GL__n(\mathbb{ C})\).

Lalegon se conclut par des questions sur |'universalité des groupes aun
parameétre formés al'aide d'exponentielles et I'identification de tels
sous-groupes au sein de \(GL_n\). Ces concepts mathématiques abstraits
préparent le terrain pour gue les lecons futures explorent plus en profondeur

ces idées complexes, en particulier dans le contexte de I'algebre linéaire et de
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|a théorie des groupes, qui sont centraux tant en mathématiques pures

qu'appliqueées.
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Chapitre 76: Propriétés del'exponentielle matricielle

### Cours 31 : Sous-groupes a un parametre

#iH# 31.1 Recapitul atif

Dans nos précédentes discussions, nous avons exploré le concept des
SOUS-groupes a un parametre, notamment dans le cadre de I'algébre linéaire
et des équations différentielles. Ces sous-groupes se définissent comme des
homomorphismes différentiables des nombres réels \( \mathbb{ R} \) versle
groupe linéaire genéral \( GL_n(\mathbb{ C}) \), qui regroupe toutes les
matrices \( n \timesn\) inversibles ayant des entrées complexes. Un ouitil
essentiel dans ce domaine est I'exponentielle de matrice, une fonction qui
associe aune matrice carrée \( A \) une autre matrice al'aide d'un

dével oppement en série analogue alafonction exponentielle pour les

nombres réels :
\[ A =1 + A +\frac{ 1}{ 2!} A*2 + \frac{ 1} { 3'} A"3 + \cdots \]

Cette série converge toujours pour toute matrice \( A \). Par exemple, lorsque

\(\varphi_A(t) = eMtA} \), cela constitue un groupe a un paramétre.

Exemples:

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey Y‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

- SI\( A =\begin{pmatrix} 1 & 0\ 0 & O \end{ pmatrix} \), le calcul de \(
€A \) donne\( \begin{ pmatrix} e& 0\\ 0 & 1 \end{pmatrix} \).

- Pour lamatrice \( A =\begin{ pmatrix} 0 & 1\\ 0 & O \end{pmatrix} \),
I'exponentielle de matrice fournit \( e*A =\begin{ pmatrix} 1& 1\0& 1
\end{ pmatrix} \).

#i# 31.2 Propriétes de |'exponentielle de matrice

Lafonction exponentielle de matrice possede plusieurs propriétés
avantageuses qui font écho a celles de lafonction exponentielle scalaire, en

faisant un outil puissant dans |'algébre linéaire et lathéorie du contrdle :

- Produit d'exponentielles: \( e{sA} eNtA} = e (stt)A} \). Deplus, s
les matrices\( A \) et \( B \) commutent (c'est-a-dire\( AB = BA\)), adors\(
e"A e'B = e A+B} ).

- Matrices diagonales: Pour une matrice diagonale \( A \) avec des

entrées diagonales \(\lambda 1, \lambda 2, \Idots, \lambda _n\),
I'exponentielle de la matrice est calculée en exponentiant chaque entrée
diagonale: \( e*A =\begin{ pmatrix} e*{\lambda 1} & 0 & \cdots& O\ O
& eM\lambda 2} & \cdots & 0\\\vdots & \vdots & \ddots & \vdots\\ 0 & O
& \cdots & eM\lambda n} \end{ pmatrix} \).
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- Transformationsde similarité: Si \( B \) est similairea\( A \) via\( B =
PA PM-1}\), aorsleurs exponentielles sont liéespar : \( e'B = Pe™A
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Chapitre 77 Résumé: Sous-groupes a un parametre

Lalegcon 31 explore le concept de sous-groupes a un parameétre au sein du

groupe linéaire général des matrices complexes, not
fondamental e repose sur |'exponentielle de matrice, qui fonctionne de
maniere similaire ala fonction exponentielle en analyse et est essentielle

pour comprendre ces Sous-groupes.

Lalecon commence par déefinir la dérivée d'une matrice, ce qui est

fondamental pour dériver laformule de I'exponentielle de matrice, \( e tA}

\). Cette exponentielle de matrice est liée aux sous-groupes a un parametre

de GL™(C) via une proposition importante. La propao
tout sous-groupe a un parametre peut étre exprimeé sous laforme \( \phi(t) =

eMtA} \), ou A est une matrice spécifique dans |'espace des matrices
complexes n par n, Mat™*™(C). La démonstration in
I'unicité et de I'existence de cette représentation : lamatrice A est identifiée

en prenant la dérivee de \( \phi(t) \) et en I'évaluant at = 0.

La définition des groupes a un parametre dans un sol
exige que \( \phi(t) \) reste dans G pour toutes les valeursréelles det. Cela
signifie que s vous avez un groupe spécifique G, le défi est de déterminer
guelles matrices A garantissent que |'expression \( e{tA} \) demeure dans G

pour tout t.
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Plusieurs exemples sont explorés pour illustrer e concept :

1. **Matrices Diagonales :** Pour |es matrices diagonales, les groupes a un
parameétre sont déterminés par des matrices A qui sont également diagonales.
Celagarantit que \( eMtA} \) reste diagonale, se maintenant ainsi dansle

groupe des matrices diagonales.

2. **Matrices Supérieures Triangulaires :** De laméme maniéere, pour les
matrices superieures triangulaires, le principe est le suivant : st A est
supérieure triangulaire, alors chague puissance de tA I’ est également, ce qui

fait que\( eMtA} \) est supérieur triangulaire.

3. **Matrices Unitaires :** Dans le cas des matrices
matrices qui satisfont \( M™* = M?{-1} \)), lamatrice A doit étre
skew-Hermitienne (c'est-a-dire \( A =-A\)) pour que \( eM{tA} \) reste

unitaire pour tout t.

Chague exemple montre comment |es contraintes appliquées ala matrice A
garantissent que le sous-groupe a un parameétre résultant conserve les
propriétés requises specifiques a chague type de groupe. En somme, la
discussion de cette lecon fournit un cadre pour comprendre comment des
transformations continues de groupe peuvent étre géenérées par des équations
différentielles impliquant des matrices, I'exponentielle de matrice jouant un

réle central dans la connexion entre les structures algébriques linéaires et les
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éguations différentielles.
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Chapitre 78 Résumé: Of course! Please providethe
English sentencesyou'd like meto trandlate into French,
and I'll be happy to help you with natural and commonly
used expressions.

Danslalecon 32, nous approfondissons le concept de sous-groupes a un
parametre, en nous concentrant sur la maniére dont ces sous-groupes nous
aident a comprendre des structures de groupe plus complexes. Lalecon
commence par revisiter la notion de cartographie des nombres réels, par le
biais de |'addition, dans des groupes, ce qui nous permet d'explorer des
dynamiques de groupe élaborées al'aide de la structure additive plus simple
des nombres réels. La question centrale qui guide cette enquéte est la
suivante : Quelles caractéristiques définissent les matrices qui forment des

SOUS-groupes a un parametre tout en préservant cette propriété ?

Pour illustrer, un exemple revisite les matrices unitaires. Ces matrices
appartiennent au groupe \( G = U_n\subset GL_n(\mathbb{C}) \), un
sous-ensemble de matrices inversibles de n x n sur les nombres complexes.
L es discussions précédentes ont montré que pour une matrice \( A \), si \(
eMtA} \) restedans\( U_n\) pour tousles nombresréels\(t\), alors\( A\)
doit étre anti-Hermitienne, c'est-a-dire que \( A =-A\), ou \( A** \)
représente la transposee conjuguée de \( A \). Il est important de noter qu'il
n'est pas nécessaire que \( A \) soit inversible ou qu'il soit dans\( GL_n\) ; il

doit simplement étre une matrice correctement structurée dans ce contexte.
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Un autre exemple examiné est celui des matrices triangulaires supérieures.
Nous considérons le groupe \( G =\) matrices triangulaires supérieures
réelles, un sous-ensemble de \( GL_3(\mathbb{ R} ) \). Pour qu'une matrice \(
A\) garantisse que \( e{tA} \) setrouve toujours dans\( G\) pour tout
nombreréel \(t\), \( A \) doit présenter une structure triangulaire spécifique
ouladériveea\(t=0\), représentée par \( A =\phi'(0) \), maintient laforme
triangulaire avec des zéros sur la diagonal e supérieure. Lafonction
exponentielle \( eM{tA} \) se smplifie en matrices ssimilaires a celles
décrites, démontrant que pour préserver cette structure, \( A \) doit étre

triangulaire supérieure.

Cette lecon souligne que, que ce soit pour les matrices unitaires ou
triangulaires supérieures, la structure de \( A \) influence de maniere critique
les propriétés et e comportement des sous-groupes a un parametre, mettant
en evidence comment de telles constructions mathématiques permettent une

meilleure compréhension des relations complexes entre les groupes.
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Chapitre 79 Résumé: Le groupelinéaire special SLn(C)

Dans le chapitre 32 de ce texte mathématique, I'accent est mis sur la
compréhension des sous-groupes a un parameétre dans le cadre des matrices
orthogonal es et des groupes linéaires spéciaux. Lalecon examine les
subtilités du comportement des matrices sous |es opérations de groupe, en se
concentrant plus particulierement sur le groupe orthogonal de matrices, noté
\(O_n\), et le groupe lingaire spécial, notée \(SL_n(\mathbb{ C} \).

Exemple 32.3 explore les propriétés des matrices orthogonales \(O_n\)

au sein du groupe linéaire général \(GL__n(\mathbb{ R} )\). Un sous-groupe a
un parametre de \(O_n\) doit avoir une matrice génératrice \(A\) telle que
pour tout \(t\), I'exponentielle de la matrice satisfait \((eMtA})T =
(eMtA})N-1})). En prenant la dérivée, on constate que cette condition se
traduit par \(A"T = -A\). Celaimplique que les matrices génératrices
possibles\(A\) sont antisymétriques, c'est-a-dire que leur transposee est
égale aleur négatif, garantissant ainsi que pour les matrices orthogonal es
réelles, lapropriéte \(A"T = -A\) est vérifiée. Cela sapparente ala condition

pour les matrices unitaires, ou \(A™* =-A\).

Ladiscussion se poursuit avec Le Groupe Linéaire Spéecial
\(SL_n(\mathbb{C})\), un groupe fondamental dans |'étude des
transformations linéaires caractérisé par des matrices dont le déterminant est
éga a 1. Pour \(SL_n(\mathbb{ C})\), il devient crucial de comprendre
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I'exponentielle de la matrice. La question centrale posée est de savoir
comment |'exponentielle de la matrice se comporte au sein de ce
sous-groupe. L e L éme 32.4 établit une identité fondamentale : pour une
matrice \(A \in Mat_{ n \times n} (\mathbb{ C} )\), e déterminant de
I'exponentielle de \(A\) est égal al'exponentielle de latrace de\(A\), a savoir
\(\det(e"A) = e \text{trace} (A)}\). Cette propriéte est smple pour les
matrices diagonales et sétend aux matrices genérales en considérant leurs

classes de conjugaison.

La preuve sappuie sur des propriétés des déterminants, destraces et le
comportement des exponentielles de matrices sous conjugaison. En
particulier, pour toute matrice \(A\), ses propriétés sont préservées sous la
conjugaison par une autre matrice \(P\), ce qui signifie que \(\det(PAP{-1})
=\det(A)\) et \(\text{ trace} (PAPN -1} ) = \text{ trace} (A)\). Aing, sl le
lemme est vral pour une matrice sous une forme conjuguée, il est aussi vral
pour toutes les matrices au sein de sa classe de conjugaison. En simplifiant
\(A\) dans sa forme canonique de Jordan, |a preuve se réduit au cas diagonal,
ou lamatrice \(A\) en forme de Jordan est triangulaire supérieure. L'identité

en découle aors directement en calculant \(\det(e®A)\).

A travers ces exemples et preuves, |e chapitre 32 éclaire la structure des
SOUS-groupes a un parametre dans les groupes de matrices, mettant en avant
les propriétés essentielles des exponentielles de matrices dans différents

contextes mathématiques. Ces concepts sont fondamentaux pour une
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exploration et des applications ultérieures en algébre linéaire et dans des

domaines connexes.
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Chapitre 80: Vecteurstangents

Dans la conférence 32, nous approfondissons le concept des sous-groupes a
un parametre, en particulier dans le cadre des groupes linéaires spéciaux et
unitaires comme SL_n(C) et SU_n. Ces groupes jouent un role essentiel dans
|'étude des groupes de Lie, qui sont alafois des groupes et des variétés
différentiables, et cette conférence sappuie sur les concepts précédents pour

introduire de nouveaux outils et techniques mathématiques.

L es sous-groupes a un parameétre sont des homomorphismes continus des
nombres réels vers un groupe, souvent représentés comme des
exponentielles de matrices. Dans I'exemple 32.5, nous explorons une matrice
\( A\) issue de I'espace des matrices complexes\( n \timesn\), noté

Mat\(_{ n\times n} (C)\), qui est sanstrace. Le fait que latrace soit nulle est
une condition nécessaire pour que ces matrices appartiennent aSL_n(C), le
groupe des matrices complexes \( n\times n\) ayant un déterminant égal a

un.

L a conférence examine également SU_n, ou une matrice\( A \) doit éreala
fois anti-symeétrique et sans trace, en soulignant des conditions spécifiques
pour SU_2, un cas plus ssmple de matrices \( 2 \times 2\). DansI'exemple
32.6, lesmatrices SU_2 sont présentées comme des combinaisons de
matrices de base spécifiques multipliées par des coefficients scalaires. Ces

matrices sont analogues a celles que I'on rencontre lors de I'examen des
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rotations dans |'espace tridimensionnel, établissant un lien entre I'algebre

linéaire abstraite et des interprétations géomeétrigues concretes.

En avancant, la conférence examine la généralité des sous-groupes a un
parametre et introduit le concept de vecteurs tangents. Ces vecteurs sont
cruciaux en géometrie differentielle et peuvent étre considéres comme des
dérivées au niveau de lamatrice identité. Trois définitions sont proposees

pour définir rigoureusement les vecteurs tangents :

1. Vecteurs tangents comme matrices \( A \) formant des groupes a un
paramétre dans un groupe \( G \\).

2. Vecteurs tangents comme vitesses provenant de chemins différentiables
passant par |'identité matricielle.

3. Vecteurs tangents dans e contexte de contraintes polynomiales sur les
éléments des matrices, utilisant un objet algébrique \( R[\varepsilon] \), ou
\(\varepsilon*2 = 0\). Cela permet d'explorer sans avoir besoin de limites,

semblable ala définition des nombres complexes et de leurs opérations.

Chague définition fournit des perspectives uniques et des connexions, les
deux premiéeres montrant une équivalence en offrant différentes perspectives
sur le méme phénomene mathématique. Latroisieme éargit les outils
algébriques disponibles pour traiter de tels problémes, semblable alafacon

dont les nombres imaginaires simplifient les équations polynomiales.
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Dans I'ensemble, la conférence 32 approfondit notre compréhension des
SOUS-groupes a un parametre en explorant leur présence dans les matrices

complexes et en lesreliant a des structures mathématiques plus larges a
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Chapitre 81 Résumé: Sure! Please providethe English
sentences you would like meto trandlate into French.

#H## Résumé du Chapitre : Groupesde Lie

Dans ce chapitre, nous plongeons dans le concept des groupes de Lie, une
structure fondamental e des mathématiques qui alie propriétés algébriques et
géométriques. Les groupes de Lie sont essentiellement des groupes qui sont
également des variétés lisses, avec des opérations de groupe telles que la
multiplication et la prise d'inverses qui sont des applications lisses.
Comprendre les groupes de Lie nécessite une exploration de leurs algébres
de Lie associées, qui offrent une perspective linéarisée du groupe pres de

I'él ément d'identite.
#H# Revue : Groupes a un Paramétre

Auparavant, nous avons étudie |es sous-groupes a un parametre au sein du
groupe linéaire genéral GL(n, R), composé de toutes les matrices inversibles
n X n avec des entrées réelles. Ces groupes a un parametre sont cruciaux, car
ils peuvent étre tracés de maniere lisse, permettant |I'examen des vecteurs
tangents al'é ément d'identité du groupe. L'ensemble de tous ces vecteurs

tangents forme ce que nous appelons |'algebre de Lie, notée Lig(G).
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##H Définition et Différentes Caractérisations de Lig(G)

Pour explorer |a structure des groupes de Lie, nous définissons leur algebre

de Lie associée sous plusieurs angles::

1. ** Approche de Représentation Matricielle** :

Lamaniéere la plusintuitive de comprendre I'algebre de Lie Lig(G) est a
travers les matrices A qui garantissent que le sous-groupe a un parameétre
correspondant se trouve dans G. Ici, I'exponentielle de la matrice, \( e tA}
\), décrit un sous-groupe a un parametre pour des\( t\) réels, et est un
éément de G. Par conséquent, les matrices dans Lie(G) sont celles pour

lesquelles cette application exponentielle reste dans G pour tout \( t\).

2. ** Approche des Chemins** :

Cette méthode sécarte de la contrainte des sous-groupes a un parametre et
considere n'importe quel chemin passant par |'identité du groupe. Le vecteur
tangent, représenté par lavitesse \( A \) al'identité (ou \( t=0\)), fait partie
de I'adgebre de Lie. Cette approche plus large permet d'envisager différents
chemins avec e méme vecteur tangent, sans nécessairement utiliser la

structure de groupe de G.
3. ** Approche des Contraintes Polynomiales** :

Lorsque G est défini par des contraintes polynomiales, nous utilisons une

technique peu conventionnelle impliquant une construction semblable aux
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nombres complexes. Ici, nous utilisons des entités d
\oplus Ru \) avec des regles telles que \( p*r2 = 0 \).
sur lafagon dont les contraintes polynomiales, comme le fait de fixer le

déterminant a 1, sont utilisées pour définir le groupe lui-méme.
#H# Perspectives sur les Définitions

La représentation matricielle offre une bijection directe entre les matrices et
les sous-groupes a un parametre, renforcant son importance pour I'examen
desalgébres de Lie. A I'inverse, I'approche des chemins révéle des
possibilités de parcours sans nécessairement utiliser les propriétés de groupe
de G, dévoilant ains larichesse de I'espace tangent au-dela des formes

paramétriques unidimensionnelles.

La méthode des contraintes polynomial es présente une similarité abstraite
avec la définition des nombres complexes via\(i*2 = -1\). Elle souligne les
complexités algébriques impliquées dans la description des groupes de Lie,

en particulier ceux définis par des conditions polynomiales.
### Conclusion
Ce chapitre établit des compréhensions fondamentales des groupesde Lie et

de leurs algebres de Lie, préparant le terrain pour une exploration plus

poussee de leurs vastes implications en théorie mathématique et en
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applications, telles que la géométrie différentielle et la physique théorique. A
mesure gue nous avangons, ces structures continueront d’ offrir des
perspectives profondes sur les symétries et les propriétés invariantes

inhérentes alafois al'algebre abstraite et alathéorie des variétés.
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Chapitre 82 Résumé: GroupesdelLie

#H# Lecture 33 : GroupesdelLie

Dans ce chapitre, nous explorons les groupes de Lie, qui sont des structures
fondamental es en mathématiques et en physique théorique. Ils nous

permettent d'étudier la symeétrie continue et les transformations.

#HH#H Dérivees et structures algébriques

L orsque nous traitons des polynémes, nous pouvons conceptualiser la
dérivée al'aide del'expression \( f'(x) = f(x + \varepsilon) - f(x) \). Cette
approche évite les limites traditionnelles et est particulierement adaptée aux
fonctions polynomiales.

##H Définition des groupesde Lie

L e concept de groupes de Lie est construit a partir de matrices. Pour un
groupe \( G ), associé a des contraintes polynomiales symétrigues, nous
avons une algebre de Lie définie comme suit :

\[ \text{Lie} (G) =\{ A\in\text{Mat} {n\timesn} : | + \varepsilon A \text{

satisfait les contraintes définissant } G\}. \]
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Celamet en place les bases pour comprendre les propriétés et les

transformations au sein de\( G \).
#H#H Exemple : Groupe orthogonal \( O_n\)

[llustrons les groupes de Lie avec le groupe orthogonal noté\( O_n\), qui

comprend des matrices pour lesquelles\( ANT A =1)).

1. ** Structure du groupe de Lie** : Pour le groupe orthogonal \( O_n\),

|'algebre de Lie se compose de matrices skew-symeétriques. C'est-a-dire :

\[ text{Lie} (O n)=\{ A: AT =-A\}.\]
2. **Trajet passant par I'identiteé** . Considerons un chemin \( f(t) \) dans \(
O_n\) qui traverse lamatriceidentité\( 1 \) a\(t=0\). Lacondition
orthogonale \( f()"T f(t) = 1 \) est verifiée le long de ce chemin.

En dérivant cette condition a\(t = 0\), nous établissons :

\[ (AT \edot f(t) = F)AT \edot f'(t) = 0, \]

eta\(t=0)\), cdaimplique que\( AT =-A\), confirmant que les

matrices dans |'espace tangent a l'identité sont skew-symétriques.
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3. ** Approche par contraintes polynomiales** : Une autre maniére
d'interpréter cela consiste aconsidérer les matrices\( | + \varepsilon A\\) et a
examiner leur contrainte polynomiae \( (I + \varepsilon AT (I +
\varepsilon A) =1 \) avec larelation \( \varepsilon*2 = 0\). En simplifiant

cette condition, nous confirmons que \( AT =-A\).

Ces différentes méthodol ogies convergent vers la méme conclusion
concernant la structure du groupe de Lie, démontrant |a robustesse et |'utilité

de ces définitions méme au-dela des nombres réels.
#HH# Implications plus larges

Cette troisieme approche, impliquant des contraintes polynomiales, éargit
|'applicabilité des groupes de Lie a des contextes comme les corpsfinis,
offrant ainsi un ensemble d'outils plus large pour les mathématiciens.
L'intuition ici est semblable a celle de |'utilisation d'une expansion de Taylor
autour de l'identité en négligeant les termes d'ordre supérieur, illustrant

I'élégance et |'utilité de la théorie des groupes de Lie.
Le chapitre se conclut par quel ques apercus complexes sur |'espace tangent a

I'identité, révélant des relations mathématiques plus profondes qui forment

I'épine dorsale de lathéorie des groupes de Lie.
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Chapitre 83 Résumé: Theterm " Lie Bracket" can be
trandated into French as" Crochet delLie." Thisisa
mathematical term, so it iscommonly used in academic or
technical contexts. If you'relooking for a more detailed
or explanatory trandation suitable for a book, you could
say.

"Lecrochet deLie"

L et me know if you need further assistance or context!

Lalegon 33 explore les concepts et les propriétés des groupes de Lie et de
leurs algebres de Lie associées, en examinant leur réle et leur structure dans

le domaine des mathématiques, notamment en relation avec les groupes de
matrices. Elle commence par introduire le concept de vecteurs tangents, en
soulignant gque les vecteurs tangents a l'origine dans des sous-ensembles de
I'espace euclidien (\(\mathbb{ R} *d\)) peuvent correspondre a des vecteurs
tangents en des points d'une variété (\(M\)). Pour clarifier cette idée, un
exempleillustre que I'union de I'axe des x et de |'axe des y ne constitue pas
une variété, car al'origine, elle présente deux directions au lieu d'une seule

direction comme un véritable intervalle dans une variété.

L es groupes de Lie sont des types spéciaux de groupes qui possedent

également la structure d'une variété différentiable, permettant ains
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I'application d'outils issus du calcul. De maniére significative, chague groupe
de Lie\(G\) aune structure d'espace vectoriel associée, appelée Lie\((G)\),
gui se trouve dans |'espace des matrices \(Mat_{ n \times n} (\mathbb{ R} \).
Cet espace vectoriel a une structure de multiplication distincte, connue sous
le nom de crochet de Lie. Le crochet de Lie, défini par \([A,B] = AB - BA)),
constitue un éément fondamental de la structure du groupe, préservant
certaines propriéteés et fournissant des éclaircissements sur les opérations
fondamentales du groupe. Par exemple, le crochet de Lie présente une
antisymétrie \([A, B] =-[B, A]\) et satisfait I'identité de Jacobi, une propriété

caractéristique d'une algebre de Lie.
L es exemples concrets incluent :

- Le groupe orthogonal \(O_n\), ou les crochets de Lie de matrices
skew-symétriques produisent des matrices skew-symétrigues, montrant ainsi
leur préservation sous le crochet de Lie.

- Le groupe linéaire spécial \(SL_n(\mathbb{ R} )\), caractérisé par des
matrices de trace nulle, ou les commutateurs au sein du groupe incarnent le

crochet deLie.

Lalegon souligne que pour chaque groupe de matrices \(G \leq
GL_n(\mathbb{ R})\), les mappings exponentiels \(e®{tA}\) apportent des
éclaircissements sur la présence de \([A, B]\) dans|'agebre de Lie dérivée

des dérivées de groupe. Cette structure illustre comment le crochet de Lie «
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mesure » |'échec du groupe a étre abélien, soulignant son importance dans la

théorie des groupes.

De plus, lalecon formalise le concept d'algebre de Lie atravers la définition
33.10, la décrivant comme un espace vectoriel \(V\) sous |'opération du
crochet de Lie, maintenant I'antisymétrie et |'identité de Jacobi. Les algebres
de Lie fournissent un cadre éégant pour les études algébriques et
géométrigues des groupes en simplifiant les caractéristiques des groupes en

propriétes d'espace vectoriel.

Enfin, le théoreme 33.11 affirme larelation forte entre les algébres de Lie de
dimension finie sur \(\mathbb{ R}\) et leurs groupes de Lie uniques
correspondants, renforcant le réle fondamental des algébres de Lie dansla
compréhension des complexités des groupesde Lie. LathéoriedesLie
émerge ains comme un outil inestimable en physique mathématique et en
géométrie, offrant un pont entre les structures algebriques et la théorie des

variétés.
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Chapitre 84: Le Groupe Unitaire Spécial

Lecture 34 : GroupesLinéaires Smples

34.1 Révision

L ors de notre derniére discussion, hous avons exploré le concept des
algébres de Lie associées aux groupes, en mettant particulierement |'accent
sur les groupes qui sont des sous-groupes des groupes linéaires généraux,
GL_n(R). Un concept central était celui del'algebredeLie, Lie(G), qui se
compose des vecteurs tangents a l'identité d'un groupe G, offrant un espace
vectoriel avec une structure supplémentaire appelée crochet deLie[A, B] =
AB" BA. Ce crochet est une multiplication skew-syr
dans quelle mesure le groupe G n'est pas commutatif. 1l est important de
noter gue cette approche sappligue non seulement aux sous-groupes de
GL_n(R), mais également atout groupe de Lig, c'est-a-dire des groupes qui
possédent une structure de variété. L'application pratique est significative :
étudier I'algebre de Lie d'un groupe offre des apercus sur le groupe
lui-méme, bien que cela ne permette pas de le reconstruire intégralement ;
par exemple, SU_2 et SO_3 partagent une algebre de Lie mais se distinguent
par leur structure. Cependant, Si un groupe est simplement connexe, il existe

un moyen direct de le retrouver a partir de l'algébre de Lie.
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34.2 Groupes Linéaires Simples

Un groupe est qualifié de « simple » si ses seuls sous-groupes normaux sont
le groupe trivial ou le groupe entier lui-méme. Les groupes simples servent
de blocs de construction fondamentaux pour d'autres groupes plus
complexes. Dans cette section, nous cherchons a comprendre quels
sous-groupes de GL_n(R) sont simples, en nous concentrant sur des groupes
commeSU 2et SL_ 2.

34.3 Le Groupe Unitaire Spécial

Le Groupe Unitaire Spécia, SU_2, n'est pas simple en raison de la présence
d'un centre non trivial, { I}, qui est un sous-groupe normal car il commute
avec chague éément du groupe. Pour y remédier, nous pouvons former un
groupe simple en prenant le quotient SU_2/{£1}, ce qui donne SO_3, un
groupe simple bien connu. Cela se démontre par un homomorphisme de
SU 2 versSO_3dont le noyau est {1} .

La preuve du Théoréme 34.1 implique une compréhension geométrique de
SU_2 en tant que 3-sphére dans un espace a quatre dimensions, ou les
classes de conjugai son apparaissent comme des tranches | atitudinales—ou
2-sphéres de rayon positif. Une procédure est décrite pour démontrer que si
un sous-groupe contient un éément autre que I, il doit, du fait d'étre

normal, sétendre al'ensemble du groupe.
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En essence, en prenant une latitude spécifique et en latraduisant atravers
I'identité, nous pouvons démontrer qu'elle doit inclure tout un voisinage de
I'identité. Celaimplique qu'un sous-groupe normal contenant ce voisinage
sétend pour couvrir tous les ééments, faisant ains de ce sous-groupe le
groupe entier. Par conséguent, tout sous-groupe normal propre de SU_2 ne
peut étre que {1} ou {1}, confirmant que SU_2/{£I} = SO _3 est

effectivement simple,

En résumé, cette exploration illustre comment la compréhension de |'algebre

de Lie d'un groupe et de son quotient par e centre peut aider aidentifier les
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Chapitre 85 Résumé: Legroupelinéaire special

Lecture 34 : GroupesLinéaires Simples

Dans cette conférence, nous explorons les concepts fascinants des groupes
linéaires simples, en nous plongeant dans des domaines tels que la théorie

géométrigue des groupes et les propriétés algebriques des matrices.

Tout d'abord, nous revenons sur le Groupe Unitaire Spécial, noté SU(2), qui

Se compose de matrices complexes 2x2 avec un déeterminant égal aun et qui

sont également unitaires. Une caractéristique clé de ce groupe est son lien

avec le concept de "longitude", représenté par |'ense
"d . < 2A}. La conférence souligne comment de petite
incarnées par le parametre ,, garantissent que chaqu
longitude appartient a un ensemble de voisinage N. Grace aune

multiplication itérative, nous vérifions que tous les é éments de SU(2) sont

contenus dans N. Cette observation est présentée comme une comprehension
géométrigue et théorique des groupes, conduisant ala conclusion que SU(2)

est inclus dans N, un argument fondamental exprimé en langage

géométrigue.

En passant a un paysage mathématique différent, nous examinons le Groupe

Linéaire Spécial, SL2(C), en nous concentrant spécifigquement sur son
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quotient avec le centre { I}, révélant ainsi une structure de groupe simple.
Fait notable, cette simplicité sappligue pour tout corps F ayant au moins
guatre ééments, donnant naissance au groupe linéaire spécial projectif,
PSL2(F). Contrairement au cadre géométrique de SU(2), I’ approcheici
repose sur des générateurs et des relations, un passage nécessaire en raison
de lanature plus abstraite des corps, qui peuvent érefinis. Il est souligne
gue le théoreme devient faux pour les plus petits corps F2 et F3, al’instar de

la non-simplicité de petits groupes alternés comme A3 et A4.

Pour étayer ces affirmations, les mathematiciens sappuient sur des lemmes
fondamentaux. Par exemple, le Lemme 34.6 affirme que dans un corps F,
une équation x2 = a ne possede pas plus de deux solutions en raison des
propriétés du corps : multiplier des éléments qui ségalisent a zéro impligue
gu'un élément doit effectivement étre zéro. Le Lemme 34.7 établit un critere
pour trouver un éément non trivial r dansF tel quer2nesoitni O, ni 1, ni -1,
utilisant cette information pour garantir I’ existence d’ un corps F contenant

plus de cing éléments.

L a preuve se déroule en considérant un sous-groupe normal N dans SL2(F).
En supposant que N contienne des éléments au-dela des identités triviales, il
en déduit que N doit étre I’ ensemble du groupe. Une partie clé de la preuve
consiste alocaliser une matrice B avec des valeurs propres distinctes dans N,
en utilisant les propriétés de conjugaison et de diagonalisation. En

examinant des matrices possédant des valeurs propres s et s*-1, la preuve
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montre gque ces matrices forment une seule classe de conjugaison au sein de
SL 2. Puisgue N est un sous-groupe normal, il inclut de maniére inhérente

cette classe entiere.

En fin de compte, la conférence éclaire deux points essentiels : I'interaction
entre la géométrie et I'algebre dans |a théorie des groupes, et |es éléments
exceptionnels du corps qui permettent une structure de groupe simple,

offrant ainsi une compréhension approfondie des groupes linéaires ssmples.
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Chapitre 86 Résumé: Sure! Theterm " Generalizations'
can betrandated into French as" Genéralités." If you're
looking for a mor e context-specific expression or a
different nuance, please let me know!

Lalecture 34 sintéresse au concept des groupes linéaires simples, en mettant
principalement I'accent sur les matrices générées par certaines formes

élémentaires. Ces matrices, identifiées par leurs valeurs propres,
appartiennent au groupe SL,, un groupe linéaire spé«

avec un déeterminant égal a 1. Une partie essentielle de ce processus consiste

a comprendre comment |es matrices de certaines formes—specifiquement

celles qui ressemblent a[1, x; 0, 1] ou [1, O; X, 1]—peuvent générer
|'intégralité du groupe SL,. Cette compréhension fai

devoir qui amis en lumiére la puissance de ces formes dans un tel processus

de génération.

La stratégie pour demontrer celaimplique de trouver des éléments au sein
d'un sous-groupe normal de SL,. En conjuguant ces ¢
obtenir de multiples éléments dans le sous-groupe, générant finalement

I'ensemble du groupe atravers leur combinaison.
En allant au-dela de la dimension deux, les principes abordésici sappliquent

aux groupes de matrices en général, particuliérement ceux qui font partie de

GL™(C), le groupe des matrices invertibles n x n. L
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ce contexte peuvent étre caractérises par certaines contraintes, telles gu'un
déterminant de 1. Notons que les groupes nécessitant une conjugaison
complexe, comme les groupes unitaires, ne rentrent pas dans cette

description, tandis que les groupes orthogonaux en font partie.

L a classification des groupes linéaires simples sétend a travers un processus
impliguant I'algebre de Lie, notée Lie(G). En comprenant les algebresde Lie
simples, on obtient un éclairage sur les groupes de Lie ssimples
correspondants. Cette classification est cruciale car elle sapplique non
seulement aux matrices sur les nombres complexes (C), maisrévele
également des perspectives précieuses sur les groupes ssimples finis. En
remplacant les nombres complexes par des corpsfinis, les mémes structures
font apparaitre presgue tous les exemples connus de groupes simplesfinis,

avec seulement 26 exceptions.

Aingi, I'exploration des groupes linéaires simples établit un pont entre les
caractéristiques des mathématiques continues et discrétes, offrant une
compréhension profonde des structures de groupes simples, tant infinies que

finies.
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Chapitre 87 Résumé: Sure! Please providethe English
text you'd like meto trandlate into French.

Danslalecon 35, intitulée "Le Troisieme Probléme de Hilbert", nous
explorons une engquéte mathématique fascinante proposée par le célebre
mathématicien allemand David Hilbert. Ce probléme examine les conditions
selon lesquelles deux figures géométriques, notamment les polygones et les
polyédres, peuvent étre considérées comme équivalentes par un processus

connu sous le nom de congruence par ciseaux.

Polygones dansle Plan

L e concept de congruence par ciseaux, noté\( P\sim Q\), est central a cette
discussion. Il fait référence ala capacité de décomposer deux polygones, P et
Q, en pieces polygonales identiques en utilisant un nombre fini de coupes
droites. En substance, si deux figures peuvent étre rearrangeées I'une dans

|'autre par de telles coupes, elles sont jugées congruentes par ciseaux.
Un exemple illustratif montre qu'un triangle et un quadrilatére peuvent étre
congruents par ciseaux Sils peuvent étre décomposeés en un ensemble

commun de petits polygones.

L a condition critique pour la congruence par ciseaux est que les deux
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polygones doivent avoir laméme aire. Cela nous amene au Théoreme 35.3,
gui stipule que les polygones ayant la méme aire sont toujours congruents

par ciseaux.

La démonstration consiste a transformer tout polygone donné en un
rectangle dont les dimensions correspondent a une hauteur de 1 et al'aire
commune pour lalargeur. Cette transformation est réalisée en découpant un
polygone en un ensemble de triangles, chacun pouvant étre réagenceé en un
rectangle. En réarrangeant encore ces rectangles, on démontre que le
polygone d'origine est congruent par ciseaux a un rectangle standardise de

hauteur 1.

La Question : Etendre a 3 Dimensions

Apres avoir établi les bases en explorant la congruence par ciseaux en deux
dimensions, lalecon prolonge naturellement cette discussion aux trois
dimensions. Ici, les objets d'intérét sont les polyédres - des formes
tridimensionnelles avec des faces polygonales plates, des arétes droites et

des sommets.
La définition en trois dimensions est semblable a celle en deux. Deux

polyedres\( P\) et \( Q\) sont congruents par ciseaux Sils peuvent étre

divisés en pieces polyédriques identiques par un nombre fini de coupes
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droites. Ce concept nous interpelle sur la question de savoir si une condition
similaire, comme un volume égal, peut garantir la congruence par ciseaux en

trois dimensions, tout comme l'aire égale le fait pour les polygones.

L 'exploration du Troisieéme Probleme de Hilbert ouvre une profonde enquéte
sur la nature de I'équivalence géométrique, invitant a une exploration plus
poussee des paralléles et des divergences de ces concepts atraversles

dimensions.
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Chapitre 88: Un peu d'algebre

**Conférence 35 : Le Troisieme Probleme de Hilbert**

Cette conférence explore une question posée par I'éminent mathématicien
David Hilbert, qui fait partie d'une liste historique de défis mathématiques
gu'il aélaborée en 1900, connue sous le nom de Problémes de Hilbert. Ces
problémes ont profondément influencé le domaine des mathématiques. Le
Troisieme Probleme de Hilbert pose la question suivante : Si deux polytopes
ont le méme volume, sont-ils congruents par coupe ? La congruence par
coupe fait référence au concept de decouper une forme en morceaux et de les

réorganiser pour former une autre forme sans modifier le volume.

Hilbert soupconnait que laréponse a cette question serait négative, et son
intuition a été confirmeée par son éudiant, Max Dehn, en 1901. Dehn a
démontré qu'un cube et un tétraedre, méme sils ont le méme volume, ne sont
pas congruents par coupe. Cette découverte a marqué la premiére résolution
réussie parmi les problemes listés par Hilbert et a été fondamentale pour la

compréhension des propriétés geométriques et algébriques des polytopes.
Au coaur de larésolution du Troisieme Probléme de Hilbert se trouve une

structure algébrique appelée produit tensoriel, une construction dans le

domaine de |'algebre abstraite. En considérant deux groupes abéliens, G et
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H, leur produit tensoriel, noté G"— H, forme un nou
a partir d'éléments sous la forme g"— h, ou g" G et
obéit a des conditions spécifiques, telles que (g + g

visant a garantir la cohérence et lalinéarité,

L e produit tensoriel possede plusieurs propriétés intrinseques et

conséguences, notamment :

1. 0"— h =9g"— 0 =0, ce qui illustre les élements d
2. Pour tout entier a, (ag)"— h = a(g"— h) = g"— ah
multiplication scalaire fonctionne au sein de la structure.

3. Si des générateurs pour G et H sont fournis, le pr

couvre |'ensemble de toutes ces combinaisons.

Des exemplesillustratifs incluent :

- Z"— G, le produit tensoriel du groupe des entiers .
G lui-méme. Cet isomorphisme transforme les é éments de la maniere

suivante : (a"— g) se transforme en ag.

- (Z,)"— G donne G x G, montrant comment ces mani

Sétendent a des produits de groupes plus larges.

En intégrant ces concepts al gébriques fondamentaux, nous pouvons mieux
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apprécier les subtilités du Troisieme Probléme de Hilbert et sesimplications
sur lacompréhension de larelation entre volume et congruence géomeétrique.
Cesinsights ont non seulement contribué a résoudre |'un des défis de

Hilbert, mais ont également enrichi I'interaction entre la géométrie et
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Chapitre 89 Résumé: Deretour aux polytopes

Résumé de la conférence 35 : Comprendre letroisieme probleme de Hilbert

Cette conférence aborde | e troisieme probléme de Hilbert en se concentrant
sur des concepts de théorie des groupes et de géométrie, en utilisant
notamment |es produits tensoriels et I'invariant de Dehn pour comprendre la

congruence des polytopes.

Dans un premier temps, la conférence explique le fonctionnement des
produits tensoriels dans des expressions mathématiques, prenant |'exemple
de C, "— Cf. Dans ce cas, |l'expression se simplifie ¢
comment deux groupes non triviaux peuvent se combiner en un groupe
trivial grace au produit tensoriel, soulignant ainsi ses subtilités. Une question
d'un étudiant précise que cela ne se produit que lorsgue les entiers sont

premiers entre eux.

Ladiscussion se poursuit avec les polytopes, figures géomeétriques afaces
planes, expliquant comment déterminer si deux polytopes sont congruentes
par découpes de ciseaux, c'est-a-dire Sils peuvent étre découpés en morceaux
gui s'emboitent. Un outil essentiel pour comprendre celaest I'invariant de
Dehn, une valeur calculée en associant les longueurs des arétes et les angles

diédraux (Ia ou deux faces se rencontrent) d'un polytope atravers une
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expression de produit tensoriel dans le groupe R "—
combine les nombres réels avec un groupe cyclique d'angles, expliguant
comment ces invariants restent inchangés lorsgque I'on découpe et réassemble

lafigure, de maniéere similaire ala conservation du volume.

Pour prouver cela, laconférenceillustre ce qui se passe lorsque les arétes et
les angles changent a travers des opérations de découpe, demontrant que,
bien que les découpes puissent réarranger les éléments, I'invariant de Dehn

reste stable en raison des propriétés linaires au sein du produit tensoriel.

Ensuite, la conférence présente un théoréme illustrant une utilisation

pratique : démontrer que les cubes et les tétragdres réguliers, bien qu'ils

puissent avoir des volumes identiques, possedent des invariants de Dehn

différents, ce qui signifie qu'ils ne peuvent pas étre congruents par découpes

de ciseaux. Uneidéeecléici est de prouver que certains angles, tels que ceux

d'un téetraedre regulier, ne sont pas des multiples rat
maintient un invariant de Dehn non nul et, par consequent, distinct de celui

du cube.

L a conférence souligne également |'unicité de cet invariant pour déterminer
s des polytopes sont congruents, utilisant des correspondances plus ssimples
aux nombres réels pour vérifier leur diversité. Malgré sa pertinence, il
convient de noter que dans des dimensions supérieures a 4, notre

compréhension de la congruence par découpes de ciseaux reste incompl ete.

[m]p305 [m]

Essai gratuit avec Bookey k‘\ :
[=]
Scannez pour télécharg


https://ohjcz-alternate.app.link/F5708gUmuOb

Cette exploration dans des dimensions supérieures suggere des domaines de
recherche en cours et met en lumiére la complexité et la profondeur du

troisiéme probléme de Hilbert en géométrie mathématique.

Cette séance met en avant les avancees significatives depuis la conception
du probleme, soulignant le réle crucial des structures algébriques telles que
le produit tensoriel et lesinvariants, qui contribuent alarevéation dela

congruence dans |es formes geométriques.
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